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Выходялая в свет вторым изданием книга покойного профессорт 
В.Л Кириичева «Беседы о механике» давно уже пользуется заслуженной 
известностью в широких кругах читателей, которым, по роду их дея- 
тельности, приходится соприкасаться с теоретической механикой. Эта 
книга — не учебник и не сборник популярных статей для первоначаль- 
ного ознакомления с механикой, а именно «Беседы о механике», пред- 
назначенные лля лиц, изучающих теоретическую механику и желающих 
расширить и углубить свои сведения в этой области. 

Всем известно, что чисто формальное усвоение основных положений 
механики без глубокого проникновения ‘в их физическую сущность не 
достаточно для того, чтобы пользоваться мощными метолами этой науки 
при исследовательской работе и успешно применять эти методы при 
решении практических задач; для этой цели необходимо, чтобы фор- 
мулы, выражающие законы механики, были в сознании не отвлеченными 
символами, а представляли собою реальную картину действительности. 

В. Л. Кирпичев, выдающийся инженер и профессор, воспитавший 
несколько поколений русских инженеров, в своей книге преследует именно. 
эту цель — дать читателю ясное представление о законах механики и их 
физической сущности. Автор в живой и увлекательной форме очень 
ясно излагает основные подржения механики, глубоко проникая в их 
лезали и иллюстрируя их конкретными примерами. В книге разбираются 
довольно сложные и тонкие вопросы; тем не менее математический аппа- 
рат, которым пользуется автор, необычайно прост, вследствие чего книга 
читается очень легко и доступна широкому кругу читателей, обладающих 
элементарными сведениями по «высшей» математике. 

Несмотря на то, что эта книга написана двадцать пять лет тому назад, 
она до сих пор не утратила своего значения и в течение еще долгих 
лет сможет служить прекрасным дополнением к курсам теоретической 
механики и ценным пособием для студентов и инженеров, 
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В. Л. Киринчев родился 1845 г. в Нсковской губериии. Его дед слу 
жил в армии во время походов 1812 и 1818 гг. Отец тоже находился 
на военной службе и был преподава!елем математики в Инженерном 
училише. 

Военные традиции семьи повлияли на судьбу В. Л. и его братьев, из 
которых многие засльжили себ» почетную известность в качестве про- 
ф ссоров и пренодавателай воеиньх учеблых заведений. Сам В. Л. был 
отдан- в Полоцкий кацетсекий корпус, а из окончании его поступил 
в 1862 г. в Михайлов кое ар’нллерийское училище, 

Высшее образование В. Л. Киринчев получил в Михайловской артил- 
лерийской академии, куда поступил в 1965 г. Самый характер спе- 
цеальности обусловлизал высокий уровень знаний и разнообразие през 
нодаваемых предмотов: в преподавании теоретических наук (высшей 
математики, теорзтической механики) подлерживались традиции знаме- 
нитого М. В. Острогорского; из прикладных наук приходилось изучать 
как в:е отдолы прикладной механики, так и” маханическую технологию 
н металлургию. О многих из своих учителей по академни В. Л. всио- 
мина! с любовью и благодарностью, например о Гадолиие, Маевском; 
1л.вно? же влияние имел на него там И.А. Выпнизградский. Замечательная 
харахтеристика значения И. А. Вышисграл-кого лана В. Л. Кирличевы л 
в докладе «И. А, Вышнеградский, как профессор и ученый» («Вестник 
Общества технологов» за 1895 г. 

Из иностранных ученых, оказавших особенное влияние на В. Л. Кир- 
пичева, следует отметить Г. Кирхгофа, у которого он’ занимался в Гей- 
дельберге в начале 70-х годов, а затем английских ученых: В. Томсона, 
Тета, Максвелла и Релея. Одна из лучших статей В. Л. Кириичева 
«Приложение теоремы лорда Релея к вопросам строительной механики», 
напечатанная в «Известнях С.-Петербургского технологическоге института» 
за 1884 г., посвящена приложениям, которые можао сделать лз извест- 
ного сочеинения этого автора по теории звука к техническим вопросам, 
Развитие строител; ной механики за последние годы внолне подтвердило 
указания В. Л. Кириичева на 'важность методов Релея, 

В 1876 г, В. Л, Кирпичев делается про фессором Петербургского техно- 
логического инстигута, в котором главным курсом его является «Сопро- 
Тивление материалов». В создание этого курса В. Л, Кирпичев вложил 
все свои знания и сиссобности, Он много лгт перераб.тывал его и,издал 
в печатном виде только в 1898 г. Книга эта сразу же делается класси- 
ским учебником во всех русских специалькых школах. 


х 
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Она отличается замечательно удачным и гармоничным соединением 
элементов теоретических, находящих обоснование в теории упругости, 
и сведений о чисто экспериментальном изучении свойств материалов. 
Работы новейших металлургов о связи физико-химическах свойств мате- 
риалов с прочностью и выносливостью их нашли себе в этом курсе тоже 
должное отражение. Наконец, хотя всюду имеются в виду приложения 
к техническим вопросам, книга эта чужда узко-практического и рецеп- 
турного характера многих элемёнтарных руководств. 

Книга эта разошлась немедленно же после своего появления, и 
со всех сторон к В. Л. Кириичеву обращались с просьбою пере- 
издать ее. 

До конца жизни В. Л. не оставлял надзжды издать ее в перерабо- 
танном виде. К сожалению, труд этот В. Л. не удалось вполне закончить 
главным образом вследствие крайней требовательности его к своему изло- 
жению: необъятный материал экспериментальных и теоретических иссле- 
дований свойств материалов, накопленный за новейшее время, с трудом 
поддавался изложению в том стройном и законченном виде, который 
привык давать В. Л. своим произведениям. Уже после смерти его эта 
книга два раза была переиздана Государственным издательством 
{в 1922 и 1924 гт.). и 

Другим курсом, созданным В. Л. Кирпичевым в С.-Петербурге, явля- 
ется «Графическая статика», которая вышла в печатном . виде в 1902 г. 
В 1907 г. вышло второе издание этого чрезвычайно распространенного 
учебника, в 1914— третье, в 1923 — четвертое, в 1924-— пятое и в на- 
стоящее время выпускается шестое издание. 

Не малым препятствием в чисто научной деятельности В. Л. Кирпи- 
чева являлось назначение его в 1885 г. директором открывшегося тогда 
Харьковского технологического института. На организацию его покойным 
Положено много труда; ему удалось привлечь к преподаванию в нем 
выдающихся теоретиков (К. А. Андреева, М, Тихомандрицкого, А. М. Ля- 
пунова, В. А. Стеклова, И. М. Пономарева) и техников (Х. С. Головина, 
Д. С. Зернова, А. И, Предтеченского, А. В. Гречанинова, К. А. Зворы- 
кина, В. А. Латышева, Е. Л. Зубашова, В. А. Гемилиана и др.). Руко- 
водство В. Л, и участие этих лиц создало вскоре прочную репутацию 
этому новому учебному заведению. 

Директором Харьковского технологического института В. Л. Кириичев 
остается до 1898 г. Интересным эпизодом‘ в его жизни за это время 
звляется командировка в Америку на чикагскую выставку в 1893 г» 
в качестве эксперта. Впечагления от этой поездки изложены им в книге 
«Отчет 0 командировке в Северную Америку». 

В. Л. обратил, между прочим, в этой книге внимание на тесную 
связь, существующую между общими экономическими условиями Сое- 
диненных штатов и чисто техническими особенностями машинострои- 
тельных заводов этой страны, и указал на рял чрезвычайно интересных 
зависимостей между ними, 

Интерес к этим вопросам экономики промышленности В. Л. сохранил 
и позже, Идеи его, касающиеся этой области, нашли выражение в лек- 
циях, читанных в 1910 г. по приглашению экономического отделенил 
Петербургского политехнического института. 


КИРПЯЧЕВ 


Много сведений из области русского машиностросния вынес В. Л. Кир- 
пичев, участвуя в экспертных комиссиях ца всероссийских выставках 
в Москве и Нижнех-Новгороде. В. Л. Кирпнчев один из первых в Рос- 
сии обратил внимание широких технических кругов на вопросы о5 охране 
рабочих от несчастных случаев, слелав об этом локлад в Техническом 
обществе в 1882 г. В посленний год своей жизни В. Л. Кярпичев вер. 
нулся к этому вопросу и написал чрезвычайно интересное введение 
к сборнгку «Охрана жизни и здоровья рабочих». 

Весною 1898 г, В. Л. назначается лиректором сткрывшегося тогда 
Киевского политехнического института. Деятельность В. Л. Кирпичева 
в этом институте всем хорошо памятна п нашла себе соответствующую 
оценку во время празднования в Киеве 15-летия со дня основания 
института. При крайн> тяжелых внешиих условиях и ряде осложнений 
в академической жизни В, Л. Кирпнчеву удалось устроить учебную 
жизнь института и об;речь его от крупиых катастроф и репрессий. 

К концу пребывачия В. Л. Кирпичева в Киеве отнисится составление 
изданного в 1903 г, специального сочинения «Лшилие непзвестные 
в строительной механике», впускасмоге ГТТИ в буижайшнее время 
в новом излании. Трул этот является самой выллютейся работой В. Л. 
Кириичева и имеет мало себе равных по ясности и оригинальности 
изложения и в европейской литературе. 

Весною 1903г. В. Л. Киринчев был назначен председателем строителя.- 
ной комиссии Петербургского политехнического института. С осени же 
1608 г, он начал читать на технических отделениях института курс 
приклалной и строительной механики. Курс этог читался им ло самой 
смерти, всегда в переполненной физической аудитории института. 

Значение В. Л. Кирпитева в жизни Петербургского политехиического 
института совершенно не исчерпывалось преподаваемым им курсом. 
К нему обрашались з1 советом во всех организационных и учебных 
вопросах; он лает отзывы об учебных трулах, участвует во всех адъюнкт- 
ских экзаменах, а первое время и в диспутах и т. п. 

Возле него образуется кружок мололых препопавателей, с которыми 
он лелится своими разносторонними и глубокими знаниями. Результатом 
этого общения явились его «Бэседы © механике», изданные в 1907 г. 
и являющиеся образцом ясного и популярного изложения труднейших 
вопросов теоретической механихи. ” 

Целая плеяда вылающихся» механиков воспиталась под руководством 
или в сотрудничестве с В. Л. Кирпичевым. К числу их приналлежат 
Д. С. Зернов, С. П. Тимошенко, И.. И. Бобарыков, М. Серебровский, 
В. Тир, В. И. Мейер, К. Э. Рерих, Л. В. Ассур и лр, 

Известность его среди русских инженерон всех специальностей была 
чрезвычайно велика, {2н жил, окруженный общим уважением и сочувствием, 
до самой смерти отлаваясь любимой им науке. В последний год жизни 
он напечатал в «Вестнике Общества технологов» большую и крайне со- 
держательную статью «Об оптических методах изучения деформаций», 

Имя В. Л. Кирпичева навсегла останегся памятным в истории нашего 
высшег технического образо-ания и инженерного дела. 


ОТ АВТОРА 


Беседы эти велись в небольшом кружке и должны были служить 
ввелением к предположенному членами кружка ряду рефератов,” посвя- 
щенных динамике машин. Я решился опубликовать их, так как предпола- 
гаю, что они ‘могут быть полезны и для более широхого круга читате- 
лей. При этом понадобились дополнения и развитие первоначального 
содержания бесед, и вслелствие этого изменилась и самая форма изложения. 

Я предполагаю в нитателе предварительное знакомство со статикой 
твердого тела и динамикой материальной точки, Знание этих двух отде- 
лов механики очень распространено, и я не вижу надобности в новом 
изложении их. Реже встречается знакомство с динамикой системы, и 
может быть, предлагаемые беседы послужат для иекоторых читателей 
попуждением к тщательному изучению этого наиболее интересного и 
важного отдела механики. 

В этих беседах я задался ислыю изложить только самые первыз 
основания механики системы, устраняя все те усложнения, которые редко 
встречаются в приложениях. Поэтому я не касаюсь вовсе таких вопро- 
сов, как, например: случай связей, содержащих в свозм выражении время 
явным образом; случай снязей не голономных и т. д, 

Стараясь, главным образом, выяснить основные законы науки, их 
характер и значение для приложений, я применяю, но возможности, про- 
стые приемы доказательства. Может быть, в некоторых случаях они на 
уловлегноряют современным высоким требованиям относительно строгости 
выводов, но зато выигрывают в убедительности и гораздо более при- 
годны для первого ознакомления с основными принципами. 

Читатели, которых предлагаемое изложение не вполне удовлетворит, 
могут после этой книги, служащей введени:м в динамику, перейти 
к изучению более полных сочинений. 

- Во многих местах этой книги я перехожу прямо на почву элементар- 
ного изложения. Дезаю это с намерением, так как элементарные, непо- 
средственные приемы доказательств всего лучше способствуют полному 
уяснегию. 

Примеры я старался выбирать такие, которые бы имели прикладное 
значение, Необходимым условием для всех примеров поставлено требо- 
вание, чтобы задача могла быть разрешена вполне, до конца. 


С.-Петербург 1907. 


ПЕРВАЯ БЕСЕДА 
НАЧАЛО ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕНЕЩЕНИЙ 


1. Чхо мы называем в механиые системой? Научное содер- 
жание механики и характер ее законов определились историческим хо- 
дом ее развития. Установление общих законов движения начато Галилеем, 
который рассматривал движение тяжелых тел на Земле. Затем Ньютон 
широко развил учение Галилея и применил его К исследованию движения 
планет вокруг Солнца. Все последующее исходило из этих двух перво- 
начальных гениальных исследований; результаты их стремились распро- 
странить на всевозможные сложные случаи движения. Но движение тяже- 
лых тел и планетное движение представляют в одном отношении наиболее 
простые случаи движения. Мы здесь имеем дело с движением тел, размеры 
которых малы по сравнению с размерами проходимых ими путей и по 
сравнению с расстояниями ихот других тел. Планеты можно считать то ч- 
ками, движущимися по орбитам, 

Из рассмотрения их движения получаются первоначально законы дви- 
жения материальных точек. Затем нужно распространить эти за- 
коны на всевозможные случаи и применять при условиях, когда тело уж» 
нельзя рассматривать как движущуюся точку, когда необходимо разбирать 
движения отдельных частей тела; или когда имеем дело не с одним телом, 
а с несколькими, связанными, или соединенными, между собою, как, на- 
пример, это имеет место в машине, ит. д. 

Чтобы применить к этим случаям то, что найдено для материальных то- 
чек, употребляюг следующий, искусственный прием: каждое тело мысленна 
разделяют на мелкие части и считают их материальными точками. Таким 
образом всякое тело и любую комбинацию тел рассматривают как сово* 
купность большого числа материальных точек, как систем у материальных 
точек. Для каждой из этих точек движение определяется по законам, 
найденньм Галилеем и Ньютоном, т.е. сложный случай системы тел 
приво ят к простому случаю материальной точки, многократно повто- 
ренному. 

2. Силы евязи. Движение материальной точки определяется теми 
силами, которые к ней приложены; например, для планеты — силами притя- 
жения Солнца и других планет. Переходя к системе, мы должны для 
„каждой части ее, т. е, для каждой материальной точки, входящей в со- 
став системы, ввести действующие на нее силы, например силы тяжести, 
электрического притяжения и т, д. В число этих сил необходимо включить 
В те силы, которые получаются вследствие связи отдельных частей системы 


МАЧАЛО ВОЗМОЖНЫХ ИВРЕМЕЩЕН 


между собою. Например, если имеем дело с машиной, в которой яз: части 
ьзанмао соприкасаются, то, исслелуя движение одной из этих пастей, пужно 
ввести давление, произволнмое из нее лругою частью; это давление будет 
силой связи. В манитах, состоящих из больного числа частой, соели- 
невиых определенным образом, действует зилчительное число таких сит 
связи. Но лаже если мы имеем только одио тело, то п в нем нзобходимо 
рассматривать силы связи, а именио, связь между его отдельными ча лями; 
когла мы мысленно разделяем толо па малые части, преднолсгая ра;- 
сматривать эти чзсти как материальные точки, то должны ввести внут 
ренние силы, которы» представляют взанмные действия межиу этими 
частями. Это тоже силы связи. Если мы будем рассматривать Тела состо- 
ящими из очель малых ‘частиц ‘атомов, молекул), то тогда силами связи 
будут служить взаимные притяжения п отталкизания межлу частицами; 
эти силы действуют на частицу, которую можно рассматривать кпк матс- 
риальную точку. 

3. Певлючение вил евязи. Таким образом, занпмась вопрозамн о лви- 
жении системы, мы имеем лело со значительным числом сил связи, которые 
почти всегла иеиззестны и потому очень затрудняют? решение вопроса. 
Иногла даже число этих неизвестных долясю считаться бескопечно боли. 
цигм, например когда рассматриваем взаимные лействия между бесконечно 
малыми частями тела изи когда разбираем молекулярные силы взанмолей- 
ствия частиц. Как известно, трудности математического решения быстро 
возрастают & увеличением числа иеизвестных. Моэтому в вопросах меха- 
пики системы прежде всего нужио постараться исклюяить как можно 
болынее число сил связи; толко тогла решение становится возможным. 
Все старанил ученых, разрабатывавших мехлиику системы, были направлены 
на такое исключение сил связи. И все так пззываемые заковы механики 
системы в сущности своей представляют результаты более или менее 
успешного исключения сил связи. Цениость этих законов. опредс- 
ляется числом пеизчествых сил связи, которые исключаются примен:- 
нием того или другого закона. Болинее или меньшее число исклюпаемых 
сил связи служит мерилом для сравиательной оценки значения различ: 
ных законов и теорем механики; мы будем на все эти теоремы и 
закопы смотреть именно с такой точки зрения и будем руководство. 
ваться ею при выборе теорем и законов, которым нужно отлавать прел- 
почтение в приложениях. . 

Все это прямо вызывается тем ходом мысли, который привел к со- 
времениой механике: исходя из учения о лвижении материальной топки, 
применили его к движению системы, рассматривая ее как совокупность 
материальных точек. При этом появлятся силы связи, взутрениие силы, 
и прежде всего нужно искаючить возможно большее число их. Такое 
исключение неизвестных сил связи прохопит красной нитью по всей ме- 


ханике системы составляет сущность ее выводов !. 


Е На это обстоятельство часто ие обращают внимания В элементарных” изло- 
жениях механики. Там переход от материальной точки к системе производит я 
как-то незаметно; о силах связн ничего не упоминают, и вместо заколного 
исключения нронекодит незаконный, молчаливый нропуск ‘этих сил, Их обыкно- 
венно оставляют без всякого внимания и дуже без упомииания, клк будто бы 
ои$ вовсе пе существовали, 
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4. Равиовеесне систем. Мы начнем с рассмотрения законов равно- 
весия систем, а потом перзИдем к изучению движения их. Это вполне 
естественный путь; нужно начинать с более простых вопросов и только 
после решения их переходить к более сложным. Обыкновенно решение 
простых вопросов помогает решению сложных; часто удается решение 
сложного вопроса, при помощи некоторых дополнений и изменений, 
свести к прежде уже полученному решению более простого вопроса. 
Именно это п встречаелся в механике; вопросы равновесия (законы 
статики} зизчительно проще вопросов движения (законов динамики). 
Кроме того, мы увидим, что всякая задача движения может быть сведена 
к некоторой задаче равновесия. Несомненио, нужно начать со статики 
и потом только перейти к динамике. 

Такой ход изложения вполне согласуется с историческим ходом по- 
степенного развития науки. Оскования учения о равновесии были поло- 
жены еще Аристотелем и Архимелом, а первые начатки учения о даи- 
жении материальной точки установлены лишь почти две тысячи лег 
спустя Галилеем; движецием же систем начали заниматься еще позже 
Гюйгенс, Ныютон и, главным образом, Даламбер. 

5. Возможные перемещения. Мы предполагаем, что читатель зиа- 
ком с простейшим вопросом статики — с законами равновесия твердого 
тела, которое рассматривается как неизменяемая система. Оказывается 
что в этом случае достато'но знать силы, приложенные к телу (т. е. 
знать взличины, направления и точки приложения этих сил). Таких данных 
достаточно для того, чгобы судить о том, будет ли тело находиться 
в равновесии или нет, В случае, если силы не уравновешиваются, можно 
найти, какие силы должны быть прабавлены для получения равновесия. 
Так же решаются вопросы об эквивалентных системах сил, т.е. о груп- 
пах сил, которые могут заменять одна другую без ‘нарушения равнове- 
сия. Для рзиения всех этих вопросов нет надобности знать, какое дви- 
жение получит тело в случае, если равновесие его будет нарушено, 
не требуется иметь никаких сведений о тех перемещениях, которые 
получат точки тела в случае, если равновесие не будат иметь места. 
Во всех рассуждениях и выводах нам не прилется 
выхолигь ‘из области явлений равновесия, покоя. 

Такая полная независимость вопросов разнове- 
сия от явлений движения не встречается при из- 
учении других систем, отличных от неизченяемого 
твердого тела, например для случая совокупности 
нескольких связанных между собою твердых тел 
(образцом могут служить различные механизмы) 
или для жидких тел и т. п. Здесь для сужде- 
ния о равновесии игобходимо знать: какое пере- 
мещение получится в случае, если равновесие бу- 
дет нарушено? Условия равновесия в таких случаях тесно связаны 
с этими возможными для системы перемещениям.и. 

Вообразим себе для примера, что рассматриваем равновесие шарика, 
находящегося внутри чашки (фиг. 1) и прикасающегося к ее позерхно- 
сти. Здесь для шарика возможны различные перемещения по поверхности 
чашки, Если шарик находнися в точке Л, гле для исго возможны только 
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горизонтальные перемещения, то вертикальная сила Р не нарушит его 
равновесия. Но в точке В, где возможные перемещения имеют другое 
направление, та же сила Р, наверное, нарушит равновесие. 

Для другого примера возьмем следующую систему (фиг. 2): имеем 
вполне гибкую нерастяжимую пить, огибающую несколько блоков. Нигь 
бесконечиая, т.е. два коииа ее силетены вместе, Блоки идеаякные, т, е. 
не дающие трезия. Пусть н 
разных точках нити а, 6, с, 4... 
приложены по длине нити с лы 
р, $, Г,... означенные на ч р- 
теже стрелками. В чем сосоэит 
условие равнов-сия такой ‹ис- 
темы? 

Для получения ответа на 
этот вопрос нужно посмотрегь, 
какое перемещение получит на- 
ша нить в случае нарушения 
равновесия. Так как нить ис- 
растяжима, то, очевидно, един- 
ствениое возможное для нес 
перемещение будет состоять в том, что все точки нити передвинутся по ес 
длине на одну и ту же величину. При этом некоторые точки переме- 
стятся по направлению сил, к ним приложенных; другие же точки полу. 
чат перемещения, противоположные направлению сил, которые к ним 
приложены. Это рассмотрение возможных перемещений сейчас указывает 
нам на закон равновесия: необходимо и достаточно, чтобы арифметиче- 
ская сумма тех сил, направления которых совпадают с направлением пг- 
ремещения их точек приложения, равнялась сумме тех сил, направ- 
ления которых идут противоположно персмещениям их точек прило- 
жения. 

Итак, в подобных случаях необходимо знать так называемые во з- 
можные перемещения системы, т. ©. те небольшие перемещения, 
которые получатся, как только равновесие будет нарушено. Эти пе. 

д ремещения определяются, или, так сказать, наз- 
начзются, связями системы, 

Машины разного рода представляют нам 
много примеров таких возможных перемещений, 
определяемых связ:ми, . 

Напримгр, пусть в машине какое-нибудь тело 
связано с другими частями так, что должно гр. - 
эщаться около неподвиж :0й оси О (фиг. 3); тогаа 
любая точка А этого тела должна описывать круг, 
расположенный в плоскости, перпенпикулярной к 
0 оси О, иимающий пентр на оси О. Но для вопро- 

сов равновесия имеет значение не весь этот круг, 
Фиг. 3. а только та бесконечно малая часть его, которая 
будет описана точкою А, как только нарушится 
равновесие. Это бесконеч1о малое возможное перемещение точки А (с 
точносчью до величин второго порядка) может быть изображено беско- 
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нечно малым прямолинейным отрезхом Аа, п:рпендикулярным к ра- 
диусу АО. Оно и должно быть рассматриваемо при изучении. равновесия, 

Таким образом, говоря в статике о возможных перемещениях, мы 
под этим названием подразумеваем не конечные, а бесконечно малые 
перемещения, Конечные перемещения не имеют значения для вопросов 
равновесия. На это не обращали должного внимания при первоначальном 
развитии стагики, вследствии чего получа- 
лись недоразумения и ошибки. Только Де- 
карт впервые с ясностью и полной точностью 
установил правильный взгляд по этому во- 
просу, устранил из области статики рассмот- 
рение конечных перемещений и указал, что 
нужно рассматривать бесконечно малые пере- 
мещения, В своих объяснениях он приводи: 
следующий пример (фиг. 4): груз Р, кото- 
рый тянет гиря ©, может перемещаться по 
кривой ЕО. Здесь, изучая равновесие, мы должны рассматривать пере- 
мещения но касательной АДС, а не по кривой 82, 

Возможные перемещения, о которых идет речь, в старинных русских 
руководствах механики назывались дозволяемым и перемещениями. Это 
очень удачный, характерный термин; мы рассматриваем те перемещения, 
которые дозволяются связями системы, Такие бесконечно малые 
дозволяемые перечещения определяют условия равновесия системы- 

6. Двусторонние и односторонние связи, Всякая связь дозволяет 
некоторые перемещения и препятствует другим перемещениям. Двусто- 
ронней связью называется связь, удовлетворяющая следующему условию: 
если она препятствует некоторому перемещению, то она препятствует 
и противоположному перемещению. Например, связь двух частиц твер- 
дого тела — двусторонняя; она мешает как сближению этих частиц, 
так и их удалению; иначе говоря, твердое тело сопротивляется как 
сжатию, так и растяжению. В жидком же теле почти отсутствует сопро- 
тивление растяжению, хотя сопротивление сжатию значительное. По- 
этому связь частиц в идеальной жидкости есть односторонняя связь- 

В машинах оси и валы обыкновенно помещаются в подшипники 
с крышками, плотно охватывающими шейку вала со всех сторон (фиг. 5); 
а<ой подшипник представляет двустороннюю связь. Подшипник без крыш- 
ки (фиг. 6) есть односторонняя 
<вязь: она препятствуёт только пе- 
ремещению по направлению стрел- 
ки а, обратному перемещению 8 
эта связь не препятствует. Такие од- 
носторонние подшипники прежде 
применялись, например, для валов Фиг. 5. Фиг. 6, 
тяжелых водяных колес или ветря- 
ков; Вес вала с колесом препятствовал перемещению взерх по направлению д, 
и поэтому вал нг закрывался крышкой. Такое устройство и теперь 
иногда встречается в грубых мельничных устройствах; сверх вала 
кладут больнюй кусок сала, который служит для смазки. 

Фиг. 5 и 6 представляют примеры тех двух видов связей, которые Рёло 


Фиг. 4. 
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в своей кинематической системе называет РаатзсНиз5 в КгаЙзеШ изв. 
Мы передадим эти термины словами: замыкание крьникой и замыкание 
силой, Одно из блестящих исторических обобщений Рёло состоит в 
указании, что при постепенном усовершенствованни машия КтаН- 
$1155 применялся все реже п реже и теперь почти окончательно вытес- 
Нился тем способом замыкания, который  иазван Раагес!:55. Другими 
словами, в современных машинах применяются исключительно двусторон- 
ние свази; односторонние же связи совершенно исчезли из машино- 
строения 1. 

Это обстоятельство позволяет нам далее говорить только © дау- 
сторонних связях. Впрочем, нетрудно, введя небольшие дополнения, 
распространить следующие выводы и на случай односторонних связей, 

7. Начало возможных перемежений. Условия равновесия для все- 
возможных систем выражаются одной общей теоремой или общим зако- 
ном, который называется началом возможных перемещений. ‘Такая про- 
стота и единство закона были замечены не сразу: начало возможных 
перемещений было сначала найдено в применении к некоторым простым 
системам -— рычагу, блокам, полиспастам и тому подобным машинам. 
Это было сделано еще предшестаенниками Галилея. Затем област. систем, 
дл! которых справедливо начало возможных перемещений, постепеню 
расширялась, и наконец, Мван Бернулли установил эту теорему как 
совершенно общий закон равновесия. Мы сначала изложим, в чем 
состоит эта теорема, а потом перейдем к доказательству ее. 

Необходимое н достаточное условие равновесия со- 
стоит в том, что сумма работ внешних приложенных 
сил для каждого возможного перемещения системы 

должна быть равна нулю. Таково 
Р содержтине этого замечательного обабще- 
ния, заключающего в себе всю статику. 
Дая правильного понимания этой тео- 
ремы нужно сделать некоторые пояснения. 
Мы уже указывали, что возможные пер-- 
д. мещения, о жоторых здесь говорится, суть 
бесконечно малые перемещения, дозволяе-. 
Фиг. 7. мые связями системы. Определяя эти пер- 
мещения, мы отбрасываем величилы вто- 
рого порядка, и потому перемещения считаем прямолинейными, как это 
было указано в примере, изображенном на фиг. 4. 

Работа приложенных сил есть так называемая элементарная работа 
т. е, произведение следующих трех величин (фиг. 7); а) силы Р, 
Ъ) перемещения 5, с) косинуса угла между силой н перемещением: 


Р.5-соза. 


1 В мостах часто встренаются односторонине связи: например, конец моста 
положен ва опору м к ией ис прикреплен. Здесь происходит замыкание силой — 
ззачительлым весом моста. Но и звустораниие связи также применяются в мо- 
стовом деле, например в консольцьх мостах: конси консоли лежит ня опоре, 
ипрсиятствуюнщей ему перзмешатьси вниз, п для устранения перемещения вверх 
этот конек притигива“тся болтали к тижел му фунламенту. 


“1 
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Иначе можно определить эту работу как произведение двух величин 


Ри 55034, 
т. е. силы Ри проекции перемешения на напразление силы. 

Выражая начало возможных перемещений в вышеуказанной форме, 
мы пренполагаем, что все связи идеальные, не представляющие треизя 
и тому подобных сопротивлений. Такие связи не оказывают никакого 
препятствия возможным перемещениям, Поэтому В нишей теореме гово- 
рится только о внешних приложенных силах ц умалчивается 
© силах связи. 

Если впоследствии пожелаем рассматривать трение в соединениях 
частей, то нужно будет силу трення считать одной из внешних прило- 
женных сил и присоединить ее к остальным внешним силам. Также нужно 
присоединить к ним н силы вязкость, силы упругости и т. д., если они 
действуют, ° 

8. Дохазательетво начала возможных неремежений. Положим, 
что все внешние силы, приложенные к системе, 


Р, 9, &,... 


имеют общую меру п, Которая содержится м раз в силе Р, и раз в 
силе © и т, д. Доказав нашу теорему для этого случая, мы без трула 
распространим её и на случай, 
когда внешние силы несоизмеримы 
между собою, т.е, не имеют об- 
шей меры; это распространение 
делается помощью обыкновенных 
математических приемов для ге- 
рехода от величин соизмеримых к 
величинам негоизмеримым. 

Все наши внешние силы мо- 
гут быть получены или воспро- 
изведены помощью одной силы п, 
повторенной несколько раз. Фак“ 
тически можно получить их по- 
мощью одного груза, равного т, 
пользуясь известным механизмом, 
называемым полиспастом. Чтобы Р- тп 
получить силу Р, приложенную в 
точке А (фиг. 8), поступим сле- . Фи. 8. 
дующим „ образом:  расположим 
обойму с подвижными блоками А, и обойму с неподвижными блоками” А, 
по направленню силы Р; 4, прикрепим к неподвижному предмефу, 
а помощью подвижной обоймы блока А, захватим точку А. Затем осна- 
стим этот полиспаст гибкой веревкой; один конец ее прикрепим к не- 
подвижной точке О, обведем веревку через блоки Л,, .4, так, что между 
ними будет 22 ветвей веревки; наконеи, проведем веревку через отвод- 
ной блок и на конце ее. погесим груз м. Если веревка вполне гибкая 
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и если в блоках ‘воясе пет трения, то па точку А будег действовать 
сила, равная м раз п, т. в. заданная сила Р. 

Таким же образом можем получить и остальные силы ©, А,..., причем 
для получения всех их можно воспользоваться одним грузом ® и одной 
верзвкой; нужно последовательно оснастить этой веревкой полиспасты, 
соединенные с точками А, В, С,..., где приложены эти силы, переходя 
от отной точки к аругой при помощи неподвижных отводных блоков, 
как это показано на фиг. 9. Окончив оснастку блоков, соединенных со 


Е 


Фиг. 9. 


всеми точками приложения внешиих сил, проведем веревку через отвод- 
ной блок К и на конце ее повесим груз *. Действием его будут вы- 
званы все внешние силы 

Р, 9, В,..., 

* прииоженные к системе; он один заменяет их все, изображает всю 
ховокупность внешних действий на систему, которые стремятся вывести 
зе из равновесиз. 

Будем мысленно наблюдать за этим грузом; это наблюдение даст 
пам возможность вывести усло:ия равновесия нашей системы. Перепро- 
буем мысленно расличные возможные перемещения точек нашей сис- 
темы. Пусть окажется, что при одном из них груз п опускается. 
Тогда мы можем с уверенностью утверждать, что наша система не 
“Ваходится в равновесии,.На самом деле, все внешние силы заменены 
агВфзом п, который стремится опуститься; у нас оказалось, что есть такое 

‚; возможное перемещение, при котором груз’ понижается. Но связи 

’ иввальные, т, е, не представляют никакого прелятствия возможным 
Пфремещениям. Очевидно, при таких условиях получится понижение 

* "груза т, т. е. получится движение, и равновесие будет нарушено. 

` Предположим теперь противоположный случай, т. е. что, пробуя 

мысленно различные возможные, перемещения пашей системы, мы кстре- 

чаем в числе их такое, при кодором груз т полинмдется, Так как 
м. 
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у нас связи двусторонние, то возможно и перемещение прямо противо“ 
ноложное, а при нем, очевидно, груз п будет опускаться; следователью, 
наверное, есть такое перемещение, при котором груз п опускается, и 
неизбежно равновесие будет нарушено. 

Итак, если пробы нам покажут, что есть возможные перемещения, 
при которых груз Е Илн подиимается или опускается, то мы заключаем, 
что система не находится в равновесии под действием заданных сил. 

Но если, перепробовав все возможные перемещения, мы увидим, 
что при всех них наш груз г не поднимается и не опуска- 
ется, а остается на прежней высоте, то мы должны заключить, что 
заданиая совокупность 
сил уравновешнвается 
в нашей системе. Это 
следует из того, что 
совокупность внешних 
сил заменяется одним 
грузом п; стоит только 
первоначально уничто- 
жить в нем всякую 
скорость, и он не вы- 
зовет никакого движе“ 
ния, так как нот ни 
одиого возможного не- 
резещения, при кото- 
ром этот груз опус- 
кается. 

Выразим математи- 
ческим языком то, что Фиг, 10. Фиг. п. 
доказано в предылу- 
щем параграфе. Для этого посмотрим» как выражается опускание нашего —$ 
груза п в зависимости от внешних сил и возможных перемешзний системы. 
Рассмотрим олну из точек системы, например А, к которой приложена 
янешияя сила Р (фиг. 10). Пусть возможное перемещение точки А будет $% 
Аа; оно не должно непременно совиадать с направлением внешней 
силы Р, так как это перемещение определяется связями системы. При 
передвижении точки А в а расстояние между блоками изменится, и с 
точностью до величин второго порядка это изменение представит.я 
длиной Аб, т. е. прозкцией неремещения Аа на направление снлы Р. 
Эту проекцию назовем буквою р. При нашем перемещении расстояние 
блоков уменьшается на р, и если между блоками веревка проходи 
п раз, то полная длина вере-ки. оснащивающей эти блоки, уменьшится н: 


^ вр 
Следствием этого перемещения будет то, что груз т, повешенный на 
конце веревки, опустился на высоту 


ССР. 


ЧЕСКАЯ! 


УБЛИЧИА: 


ТЕХНИ' 


п- р. с 
Здесь проекция 2 совпадлет с напра: им онлы Р, и мы считаем 
ее положительной. В случае, представле: нА фиг. 11, проекция 


- $ Беседы о мозаик, 
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Ар -=р идет противоположно силе Р, п мы будем считать ее отрицатель- 
ной. Тогда результатом перемещения булет увеличение расстояния между 
блоками, и на оснастку их понадобится клипа веревки больше прежцей, 
т. ®; при этом груз п полиимаетст. Для обоих случаев (фиг, 10 и 11) 
можно формально писагь, что пронсходит опускание груза на величину 


пр, 


но в случае фиг. 10 величина р положительная, т е. действительно про- 
всходит опустание груза, а в случае фпг, 21 величина проекции р от- 
ризательная, т. е. получается отрицательное опусканне, ‘слеловательно, 
подъем груза. 

Рассматривая все точки приложения сил 


Р, &, &, ... 
и называя проекции перемещений на направлення этих сил через 


^ р, 9.6... 


а число ветвей веревки, оснащивающих соответствующие блоки, через 


п, т, 4. 


получим, что результатом перемещения всех точек системы будет опус- 
кание груза д на величину суммы: 


прав... 


Если такая сумма окажется не равной нулю, то это означает, что рав- 
новесие не существует. Условие, необхолимое и достаточное для равно- 
весия, заключается в том, что опускание груза я лолжно быть равно 
нулю для каждого возможного перемешения, т. е, должно быть: 


пре + .- 


Умнсжкая на я, получим: 


рт. 9+... 


Но так как 
ит==Р, ик 


РР +.. 0 


‚$:Злесь кажлая внешняя сила умножается на проекцию перемещения; такое 

‘произведение есть работа силы для перемещения, поэтому наше условие 
Я: заключается в том, ито сумма работ внешних снял для возможныя пере- 
`Рмещений точек их приложения лолжна быть равна нулю. А в этом и 

заключается начало водуожных перемещений, солер»жание которого мы 
‹ ^ уже излагели, и которбь, таким образом, локазано предыдущими рас- 
сужденияь и, их 


7 имеем условие: 


9. Несколько замечаний по поводу этого доказательства. 
Изложенный прием доказательства начала возможных перемещений при- 
надлежит Лагранжу, Я считаю это доказательство наилучшим и наиболее 
убедительным из всех предложенных доказательств начала возможных 
перемещений; сущность самого закона, значение возможных перемещений 
для равновесия, исключение при этом всех сил связи, о которых даже 
не упоминается во время доказательства, все эти основные черты на- 
чала с полною ясностью выступакт во время доказательства. Также 
совершенно определенно видно, как нужно прилагагь это общее начало 
к частным вопросам. 

Но я должен при этом упомянуть, что, высказывая такое мнение о 
лагранжевом доказательстве, я вхожу в противоречие с большинством 
современных писателей о механике. Обыкновенно упрекают это доказа- 
тельство в недостатке строгости и даже иногда называют рассуждения 
Лагранжа не доказательством, а иллюстрацией начала возможных пере- 
мещений. Но даже и противиики рассуждений Лагранжа признают гени- 
альность его соображений, находят их очень полезными для выяснения 
начала. «Это — кажущееся доказательство, но в высшей степени освеща- 
ющее вопрос», — говорит один современный математик \, 

Но предоставим лицам, возражащим против него, считать рассуждения 
Лагранжа не доказательством, а постулатом, По крайне мере, нужно с0- 
знаться, что это — постулат естественный и легко приемлемый. Пикар, 
которого мы выше цитировали, говорит: «В этом доказательстве пользу- 
ются нашим нистинктивным знанием касательно понижения центра тяже- 
сти», и далее поясняет свою мысль, прибавляя; «Было бы ошибкой слиш- 
ком не доверяться этим инстинктивным знаниям, которые очень часто 
представляют резюме длинного ряда наблюдений». 

Так говорят даже противники доказательства Лагранжа. Мы же ука- 
жем, что если выбирать для начала механики наиболее приемлемый по- 
стулат и сравнивать, например, закон параллелограма сил и начало воз- 
можных перемещений, то, конечно, нужно отдать предпочтение второму, 
как более приемлемому умом. 

Прибавим к этому, что когда начало возможных перемещений уста- 
новлено (т. е. или доказано или принято в качестве постулата), то из 
него можно уже строго вывести все остальные законы равновесия, а в 
числе их и параллелограм сил. На возможность этим путем доказывать 
закон параллелограма указывает Пуассон в своем «Ттайё де Мёсатаие». 

19. Другие доказательства начала возможных перемещений. 
Существует совершенно другой прием доказательства; при нем исходят из 
законов равновесия сил, приложенных ‘в одной точке, т.е., в сущности, 
из закона параллелограма сил, Зная равновесие точки, переходят к рав- 
новесию системы как совокупности точек, Можно о’лелить друг от друга 
точки, составляющие систему, т. е, мысленно уничтожить связи сис- 
темы и заменить их силами связи, внутренними силами. Тогда можно 
рассматривать кажлую’ точку отдельно. Для равнозесия точки необходимо 
и достагочно, чтобы равнодействующая всех приложенных к ней сил 


1 «СезЕ ов зотЫлиЕ 4е ргенхе, ний8 сошыен Внишсих», (Русага, 1а Заюисе 
шоетие, р. 104). 


^ 
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была равна нулю. Но тогда и работа этой равнолействующе! “для воз- 
можного перемещения той же тачки будет равна нулю. А работа равно- 
действующей равна сумме работ составляющих, следовательно, эта послед- 
няя сумма тоже равна нулю. 

Напишем такие уравнения для всех точек системы в затем исклю- 
чим из них силы связи. Тогда получим закон равновесия, в который 
неё входят силы связи. Если при таком исключении получим `начачо 
возможных перемещений, то, очевидно, оно этим и будет доказано. 

Но, чтобы исключить силы связи, нужно хотя бы что-нибудь знать о них, 
Необходимо сказать, в чем состоит связь двух точек, нужно определить, 
описать ее, и тогда исключение возможно. Поэтому указанный прием 
вывода возможен только для связей определенного рода, а не вообще. 

В большом числе случаев связи можно подвести под следующие 
типы: а) расстояние между двумя точками неё изменяется; Ь} какая-ни- 
будь точка системы принуждена при свонх перемещениях оставаться па 
определенной поверхности (на.шаре, на плоскости и т. д.} с) два тела, 
входящие в состав системы, должны непременно соприкасаться между со- 
бою. Для этих типов исключение сил связи делается без труда, и 
в результате получается начало возможных перемещений, 

Подобным путем доказали начало возможных перемешений Фурье, 
Пуассон, а за ними повторено то же доказательство в большинстве ру- 
ководств по механике, 

11. Еще ирнем доказательства. Доказательство, © котором гого- 
рится в предыдущем параграфе, предполагает известным закон равно- 
весия сил, приложенных к од- 
НОЙ точке. 

Можно также доказать на- 
чало возможных перемещений, 
принимая за основание какой- 
либо другой частный закон 
равновесия. Положим, напри- 
мер, что нам известен закон 
рычага; пусть он доказан ка- 
ким-либо способом, например 
одним из приемов, применяе- 
} мых в статике твердого тела. 

Фиг. 12. Принимая этот закон, мы с ио- 
мощью его можем доказать 
начало возможных перемзщаний для любой системы. 

Таким путём идет Фурье в одном из своих доказательств '. Фурье 
прежде всего заменяет все внешние силы Р, 0, Д,..., дэйствующие 
в системе, грузами р, 4, у, ‚.., применяя для этого механизм, изобрзжен- 
ный на фиг. 12. Длины плеч рычага абс подбираются такие, чтобы воз- 
можные перемещения всех грузов р, 1. г,...былн одинаковы по величине, 
При рычажных преобразованиях- силы изменяются обратно пропорцио- 
нальзо плечам, а возможные перемещения изменяются прямо пропорцио- 


Тем, Мётоне зи а Э\а@цие» в собрании сонинений Фурье («Осшутез е Рои- 
ег», СП, р. 477). Это — самая первая печатиия работа Фурье (1798 г.) м един 
ственный ‘его мемуар, относящийся к области механики. 
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иольно плечам, Следовательно, при таких преобразования. работа для 
возможного перемещения остается без изменения, А так как перемещения 
для всех грузов р, 9, г, .. .одинаковы, то эти грузы пропорциональны воз- 
можным работам сил. 

Некоторые силы Р, 0, В, ... дают положительную работу; отвеча!о- 
щие им грузы р, 9, г, .,. опускаются при возможных перемещениях. Другие 
силы Р', О’„К’,... дают отрицательную работу, а соответствующие им грузы 
р’,4,Г,... поднимаются. Величина опускания грузов первой группы такая 
же, как величина поднятия грузов второй группы. 

Всегда можно расположить рычаги и отводные блоки механизма таким 
образом, что все опускающиеся грузы р, 4, !,... придутся в одной точке. 
Тогда можно заменить совокупность этих грузов одним, равным их сумме; 
обозначим его через Ц, -^ 

То же можно сделать и для всех опускающихся грузов, которые все 
заменятся одним грузом !!', равным их сумме. Нетрудно достигнуть того, что 
трузы Пи П'’ будут расположены па одном уговне. Тогда мы их с0- 
единим помощью горизонтального рычага, точку опоры которого необхо- 
димо расположить посредине его длины, так как повышение одного 
конца равно понижению другого конца. 

Теперь равновесие всей нашей системы приводится к равновесию по- 
следнего горизонтального рычага, Но он равноплечий, следовательно, грузы 
Ши должны быть равны между собою, или иначе * 


П—Ш=о0. 
Умножим обе части равенства на величину возможного перемещения $, 
одинакового для всех грузов р, 4,..., р’, 4',...; кроме того, заменим 


Пий, соответствующими суммами отдельных грузов. Тогда предыдущее 
уравнение получает вид: 


ФЕИ. 5-е...) 50. 


Очевидно, оно выражает собою начало возможных перемещечий- 

„Это доказательство интересно как указатель тесной связи нашего 
начала с машинами и механизмами разного рода. Само начало возможных 
перемещений выросло на почве изучения машин, и следы этого пронс- 
хождения видны во многих доказательствах начала. 

В заключение приведем еще одно соображение, убеждающее нас в 
справедливости начала возможных перемещений. Противоречие с этим 
началом неминуемо повлечет. за собою противоречие закону сохранения 
энергии. А так как изучение явлений природы установило в нас твер- 
дое убеждение в общности закона сохранения энергии, то, следователь- 
но, получается хотя не прямое, но, тем не менее, вполне убедительное, 
подтверждение начала возможных перемещений. Этим путем идут лорд 
Кельзин и Тет в своем замечательном сочинении по теоретической фи- 
зике: они выводят начало возможных перемещений как следствие начала 
сохранения энергии *. 


1 «Можно считать, что этот принции (начало сохранения энергни) заключаег 
в себе всю отвлеченную динамику, так как мы далее покажем, что условия рав- 
новесия и движения во всех возможных случяях могут быть непосредствение 
выведены из него» См, 1.074 КеГуЁп ао4 Р. @. Та!\, Тгоаызе оп Маниа! 
РАНо‘орНу, РатЁ 1, р. 265. 
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18. Примеры приложения начала возможных неремещоний. 
Прикладывая его к частным случаям, нужно прежде всего помнить, что эта 
теорема исключает все силы связи, и ни одна из сил связи не должна фигу- 
рировать в рассмотрении; мы можем соверщенно игнорировать связи. 

Для примера рассмотрим подъемный механизм (фиг. 13), в котором 
сила Р вращает рукоятку 2; затем помощью системы зубчатых колес 
движение передается барабану /М, на 
который навивается веревка, поднимаю- 
щая груз @. Здесь мы. имеем много сил 
связи: все давления между зубцами ко- 
лес, давления опор на оси этих колес 
и т, д. — все это склы связи. Мы долж- 
ны совершенно пропустить’ их, рас- 
сматривать только две внешние силы 
Ри. Для получения условия равнове- 
сия между ними рассмотрим бесконеч- 
но малые возможные перемещения точек 

Фиг. 13. приложения этих сил. Пусть рукоятка 2 

повернется на бесконечно малый угол ®, 

тогда точка приложения силы Р пройдет по направлению силы путь 2, 
и работа силы Р будет, 


Рш. 

При поворачивании рукоятки на угол ю барабан повернется на зна- 
чительно меньший угол, так как между ними поставлена система зубча- 
тых колес, замедляющая вращение. Пусть замедление происходит в # раз, 
(Е называется передаточным числом зубчатого механизма). Тогда угол 
позорота барабана будет 


з 
й 


Если радиус барабана есть А, то путь, пройденный точкой приложе- 
ния груза @, окажется равным 


в, 


и работа силы @ для возможного перемещения будет равна 
с 
—9®>. 


Здесь взят знак минус, потому что перемещение идет прямо противо- 
положно силе. 

Применяя начало возможных перемещений, мы должны написать, что 
сумма работ внешних сил равна нулю, т. е. 


Р№ю— 9 = 
откуда получаем условие равновесия: 
=01® 
Р=9;т. 
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Для другого примера возьмем диференциальный рычаг. Этот 
механизм, применяемый в сотенных весах и в машинах, служащих для 
испытания прочности металлов, состоит в слелующем (фиг. 14): два 


рычага АОВ и РЕР соединены между со- 
бою шарнирными тягами АР и ОЕ. Пер- 
вый из них имеет неподвижную ось вращения 
О; короткие плечи его АО и СО равны меж- 
ду собою; на конце длинного плеча ОВ лен- 


ствует груз Р. Другой рычаг, подвешен- | 


ный к первому на тягах, неравноплечий, а 
имено, плечо ЕР больше плеча ЕО. В точ- 
ке Е приложена сила ©, которую уравнове- 
шивает сила Р. Например, если имеем маши- 
ну для разрыва металлических брусков, то 
испытываемый брусок {К верхним концом 
прикрепляется к стержню 24, а нижним —к 
неподвижной точке #7. @ будет сила, растя- 


фиг. 14. 


гивающая брусок /К, когда на конце большого рычага подвешен груз Р. 

В этой машине все давления в шарнирах, а также силы Х,, Х,. кото- 
рые появятся вдоль тяг АБ и СА, связывающих два рычага, представ- 
ляют силы связи и поэтому исключаются из рассмотрения. Остаются 


только. две внешние , 


силы Ри 9, Рассмот- 
рим бесконечно малое До— 


перемещение, — допу- 
скаемое связями систе- 
мы. Оно будет со- 
стоять (фиг. 15) в на- 
клонении рычагов АОВ 
и ОЕЁ на некоторый 0 
бесконечно малый угол 

@, причем прямоуголь- 
ник АОРС превратит- 9 
ся впараллелограм. Пе- 

ремещение точки при- 1 
ложения силы Р бу- 

дет ВВ’, и оно совпа- 


Фиг. 15. 


дает с направлением силы, а перемещение точки 
сила (, идет прямо противоположно направлению силы О и равно ЕР. 
Итак, по началу возможных перемещений имеем следующее условие рав- 


новесия; 


Р.ВВ — 09. ВЁ' =0 


или 


В, где приложена 


9 _ 88 


2-Е 


Но так как оба рычага наклонились на один и тот же угол @, то отно- 
шенне перемещений ВВ’ и БЕ’ равно отношению плеч ОВи О, Е, сле- 


вовательно; 


@_ ов 
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Пусть плечо ОВ равно [; что же касается плеча О.Е, то из чертежа 
видно, что 

ОЕ=02—ФЕ0=О0 — и, 
РЕ РЕЖЕР_ш4 


92=5 р . 
Следовательно: 
шт п-т : 
ОЕ фт =. 
Поэтому условие равновесия получает такой вид: 
92 
Рим, 


Делая разность п— #2 очень малой, мы можем получить очень значи- 


[е) 


тельную величину отношения „., н для этого вовсе не потребуется 


большая длина 2, В этом заключается удобство этого механизма; мы 
получаем громадное увеличение силы, применяя рычаги небольшой 
длины. 

Название «диференциальный рычаг» дано этому механизму вследст- 
вне того, что в формулу равновесия сил, приложенная к немувходит 
разность плеч рычага ДЕР: 

л— т. 


13. Мостовые весы. Начало возможных перемещений очень хо- 
рошо освещает вопрос о конструкции так называемых мостовых весоз. 
Такие весы не должны изменять свое показание при передвижении взвз- 
‘шиваемого груза в разные точки платформы весов; где бы ни был поме- 
щен груз на этой платформе, показание весов, т. е. вес гирь, уравно- 
вешивающих этот груз, должно оставаться без изменения. Но в уравнениях 
равновесия кажзая внешняя сила дает слагаемое, состоящее из произве- 
ления этой силы на проекцию перемешения точки приложения силы. 
Проекция эта должна быть взята на направление самой силы; так как 
груз есть вертикальная сила, то мы должны брать вертикальную проек- 
цию перемещения. 

Такое произведение груза на вертикальную проекцию его пере еще- 
ния не должно изменяться при передвижении груза из олной точки 
платформы в другую. А для этого необходимо должно быть, чтобы 
вертикальные перемещения всех точек платформы были одинаковы. Дру- 
гими словами, возможное перемещение платформы должно 
быть поступательное; в этом заключаете1 общее правило устрой- 
ства мостовых весов. Если оно выполнено, т. е. если связи механизма 
весов обеспечивают платформе вертикальное поступательное движение, 
или, как иногда его называют, «параллельное» движение, то весы 
устроены правильно, 

Это условие можно выполнить множеством различных способов, 
и потому существует очень большое число конструкций мостовых весов *. 


1 В кинемэтической коллекции проф. Рело имеется очень много моделей 
параллельного» движения, применяемого для мостовых весов, 
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Напомним при этом, что в уравчения равновесия, даваемы: началом 
возможных перемещений, вхолят бесконечно малые возможные переме- 
щения, т. е. мы берем перемещения первого порядка, отбрасывая вели- 
чины второго порядка. По- 


этому для мостовых весов Е 
, я 
условие параллельности дви- ч- |-> = 
я 


жения должно быть выпол- 
нено лишь для бесконечно 
малых перемешений платфор- 
мы, и нет необходимости, 
чтобы это усповие выполня- 
лось также и для конечных фиг. 16. 

перемещений. 

Известные весы Роберваля (фиг. 16} дают нам простейший пример 
выполнения указанного условия. Механизм весов состоит из двух одина- 
ковых равноплечих рычагов АОЗ и СО, с точками опоры О и О. 
Концы рычагов боелинены между соЗой одинаковыми шарнирными стержнями 
АС и ВО, так что получается шарнирный четырехугольник АВОС, ко- 
торый при всех своих переме- 
тениях сохраняет форму парал- 
лелограма. Такая связь вызывает 
олинаковость перемешений для 
точек А и С, т. ® обеспечивает 
для стержня АС поступательное 
движение; но тогда и чашка ве- 
сов Е, неизменно связанная. со Фиг. 17, 
стержнем АС, такке должна дви» 
гаться поступательно. То же относится и к пругой чашке Р, которая неиз- 
менно соединена со стержнем В7. Итак, здесь выполнено укзанное 
выше основное условие правильности весов; спедовательно, как взвеши- 
ваемый груз, так и гири, можно помещать в любых местах чашек Е, Р. 

На фиг. 17 представлена в плане схема механизма весов, применяемых 
для взвешивания тяже- - 
лых повозок, железн0- „бо 
дорожных вагонов ит.д. 

Здесь имеются два оди- 

паковых рычага, изо- 

гнутых в форме бук- 

вы \; первый из них р 
ДЕН вращается около и Я 

оси © #/,а второй /ЕК— фиг. 18. 

вращается около оси ы 

(К. Середины Е, ЁР этих рычаков соединены поперечным рычагом А, 
который передает в точке ЛМ давление на рычаг ОММ (О — точка 
опоры). Платформа весов опирается на четыре симметричные точки рыча- 
гов А, В, С, О, и полная симметрия всего расположения обеспечивает 
для этой платформы поступательное движение. Остается дополнить этот 
меха изм приспособлением для помещения гирь; это дополнение нзобра- 
жено па фиг. 18 (боковой вид}; здесь конец А!’ рычага ОМ соединяется 
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с рычагом 90,2, причем О, есть точка опоры, а в точке Р под- 
вешивается чашка для гирь. 

На фиг. 19 представлена схема известных весов Квинтенца. Плат- 
форма АВ передает давление на рычаг /7ОСРА, который вращается около 
осн О ив" имеет чашку для гирь Р. Конец платформы А прямо под- 
вешен к этому рычагу помощью подвески АС. Давление конца платфор- 
мы В сначала передается на ниж- 
ний рычаг ЕСО (Ё — толка опо- 
ры), и затем конец О’ нижнего 
рычага помощью подвески ОР 
соединяется с верхним рычагом, 

Возможные вертикальные пе- 
ремещения в этой системе опре- 
деляются связями ее следующим 
образом: перемещения точек @ и Е 
верхнего рычага относятся между 
собою, как плечи Об и ОР; пере- 
мещение точки А одинаково с перемещением @, а точка О получает та- 
кое же перемещение, как и А. Для нижнего рычага видим, что переме- 
щения точек Си 0? относятся, как плечи ВС и ЕО, аточка платформы В 
имеет перемещение, одинаковое с точкой С. Отсюда следует, что пере- 
мещения точек Ди В нашей платформы будут относиться, как ОО отно- 
сится к ОЁ, уменьшенному в пропорции; 


Фиг, 19 


ЕС 
ЕБ” 
Если плечам рычагов придадим такие размеры, что 


ВС 
00 = ОЕЕр, 
то перемещения точек Ди В будут равны между собою, а тогда и для 
всей платформы возможное движение оказывается поступательным. Итак, 
предыдущее уравнение дает правило устройства таких весов, 

14. Сколько уравнений равновесия дает начало возможных 
перемещений. Разберем теперь следующий общий вопрос: 

Сколько уравнений равновесяя дает начало возмо ж- 
ных перемещений? 

Согласно этому началу для равновесия необходимо и достаточно, чтобы 
равнялась нулю сумма работ внешних сил для всякого возможного 
перемещения системы, Следовательно, оно дает нам столько уравнений, 
сколько различных возможных перемещений может иметь 
система. Здесь нужно считать различными только те перемещения, которые 
не приводятся, не заменяются одни другими, Если, имея нескозько различ- 
ных перемещений, мы найдем еще перемещение, которое может быть заме“ 
нено совокупностью прежних, то это ве будет перемещение, отличное 
от прежних. Оно не даст нового условия равновесия, а мы получим лишь 
уравнение, которое есть следствие других ураввений равновесия, выведен- 
ных для первоначальных различных перемещений. 
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Одним словом, число уравнений равновесия опрёделяется числом 
неприводимых возможных перемещений, или, иначе, числом степе- 
ней свободы системы. ` 

Для примера возьмем свободное твердое тело, которое будем рассмат- 
ривать как неизменяемую систему точек. Все возможные перемещения 
его можно заменить следующими двумя группами: а} поступательным 
движением по некоторому произвольному направлению; 5) воащением 
около некоторой произвольно направленной мгновенной оси. Затем 
можно итти дальше в расчленении возможных перемешений. Для этого 
вообразим три взаимно перпендикулярные координатные оси Х, И, 2. 
Всякое поступательное движение тела может быть разложено на три 
пэступательных движения по трем координатным осям. Вращение около 
любой мгновенной оси может быть разложено на три вращения около 
координатных осей, Таким образом произвольное бесконечно малое пере- 
мещение твердого тела может быть. заменено шестью элементарными пере- 
мещениями: тремя поступательными перемещениями по направлению коор- 
динатных осей и тремя вращениями около координатных осей. Эти шесть 
возможных перемещений непризодимы и не могут взаимно заменяться. 
Следовательно, свободног твердое тело имеет шесть степеней своболы, 
т.е, шесть различных неприводимых возможных перемещений, а потому 
начало возможных перемещений даст шесть условий, или шесть уравнений, 
необходимых и достаточных для равновесия. 

Эти уравнения получатся, если рассматривать отдельно каждое из указан- 
ных шести перемещений.” Возьмем, например, поступательное перемеще- 
ние, параллельное оси Х, при котором все точки тела передвигаются на 
величину 8х. Любая внешняя сила, приложенная к телу, даст при таком 
перемещении работу, равную 


Хх, 
где через Х оЗозначена проекция этой силы на ось Х. Складывая ра- 


боты всех внешних сил и обозначая сумму знаком Х, получим сумму 


работ всех сил для избранного возможного перемещения: 
(у 


или, выделяя общий множитель дх: 


По началу возможных перемещений эта сумма работ должна быть нулем, 
а для этого необходимо, чтобы было: 


ХХ-=0, 


т. е. сумма проекций всех внешних сил на 0сь Х должна равняться 
пулю. Подобные же уравнения получим и для осей Уи 7. Итак, суммы 
проекций всех внешних сил на три координагные оси необходимо должны 
быть равны нулю. 
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Рассмотрим теперь вращательное перемещение около некоторой оси О 
(фиг. 20}. Любая точка тела А получает при этом ‘перемёщение Аа, 
расположенное в плоскости, перпечдикулярной к оси О, перпендикулярное 
к рёзнусу г и пропорциональное величине этого радиуса. Коэфиц.ент 

пропорциональности, т. е. бесконечно малый 
$ Угол поворота тела около оси О, назовем в, 

тогда перемещение будет равно 


чэг. 


Если в точке А приложена некоторая сила Р, 
то работу ее для перемещения Аа получим 
следующим образом. Разложим силу Р на две 
составляющие, из которых одна идет параллельно 
оси О, а другая @ расположена в плоскости, 
перпендикулярной к оси, и представляет собою 
проекшио силы Р на эту плоскость. Работа первой слагающей будет 
равна нулю, так как она перпендикулярна к перемещению Аа. Работа 
же слагающей © будет произведением трех множителей: самой силы ©) 
перемещения Аа, т. е. и, и косинуса угла а между @ и перемещением, т. э, 
эта работа будет равна 


Фиг. 20. 


@-0-г- 505 1. 
Но, опустив перпендикуляр ОВ из О на силу ©, имеем: 
ОВ == 054, 


следовательно, предыдущая работа представляется в форме: 
50, ОВ. 


Здесь входит произведение @.ОВ следующих двух множителей: 
а) проекции. внешней силы Р на плоскость, перпендикулярную к оси О; 
Ъ) кратчайшего расстояния ОВ между силою Р и осьо О. Как известно, 
;акое произведение называется моментом силы Р относительно оси О; 
мы его обозначим буквою ИМ. Итак, работа силы Р равна произве- 
дению утлового перемешения ® на момент силы Р. Составим такие ра- 
боты для всех внешних сил, приложенных к телу, и сложим эти рабогы; 
суммирование. обозначим знаком Х и получим: 


У10М), 
или, вынося общий множитель ®, находим сумму работ: 
ом. 


По началу возможных перемещений эта сумма должна быть разн 
нулю, следовательно, получаем условие равновесия: 


М0, 
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т. е, сумма моментов всех внешних сил для оси О цолжна быть равна 
нулю. Это условие мы можем применить к каждому из трех врашений 
около координатных осей и получим, что для каждой из этих осей сумма 
моментов внелних сил должна быть равна нулю. 

Окончательно, для свободного твердого тела, имеющего шесть степеней 
свободы, получаем шесть условий, необходимых и достаточных для рав- 
иновесия, а именио: 

сумма проекций всех внешних сил на три координатные оси должна 
быть равна нулю, сумма моментов тех же сил относительно трех ко- 
ординатных осей тоже должна равняться нулю. 

Так получаются из начала возможных перемещений эти нзвестлые 
условия равновзсия, 

15. Неввободное (связанное) твердое тело. Тенерь свяжем, стес- 
ним свободу перемещений твердого тела, уменьшим число степеней сво. 
болы его, Соответственно этому уменьшится и число условий, необхо- 
димых и достаточных для равиовесия. Их будет всегда столько же, сколько 
сохранилось различных возможных перемещений тела. Мы получим эти 
условия, выразив, что сумма работ внешних сил равна нулю для каждого 
из различных возможных перемещений. 

Для первого примера возьмем следующий случай связанного твердого 
тела: одна точка его сделана неподвижной. Эта связь упи- 
чтожает всякую возможность поступательного движения; но тело может 
вращаться около любой из осей, проходящих через неподвижную точку 
его. 

Так как вращение около любой оси может быть разложено па три 
вращения около трех координатных осей, то здесь имеем случай трех 
степеней свободы, Три вращения околс трех координатных осей пред- 
ставляют три различные неприводимые возможные перемамення, к ко- 
торым приводятся все остальные. Для каждого из этих трех перемеще- 
ний сумма работ внешних сил должна быть равна нулю. А мы уже ви- 
дели, что это дает следующие три условия: 

сумма моментов внешних сил для каждой из координатных осей 
должна равняться нулю. 

Таковы необходимые и достаточные условия равновесия для случая 
твердого тела, имеющего неподвижную точку. ы 

Возьмем случай, когда перемещение тела еще больше стеснено свя- 
зями, чем в предыдущем примере: пусть тело имеет две неподвижные 
точки, и единственное дозволяемое связями перемещение есть вращение 
около оси, соединяющей эти точки. Тут имеется только одна степень 
свободы, одно возможное перемещение — вращение около определенной 
оси, следовательно, получится одно уравнение равновесия. Оно состоит 
в том, что сумма моментов внешних сил относительно указанной оси 
должна равнаться нулю. - 

Таким же путем получим условия равновесия и для других случаев 
связанного твердого тела, например для тела, опирающегося одной точ- 
кой о неподвижную плоскость, или дя тела, опирающегося на непо- 
движную плоскость двумя точками, или для уела, опирающегося на не- 
сколько различных плоскостей. Нужно определить в каждом случае; 
каковы перемещения, довволяемые связями, и сколько таких различных 
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перемещений? Применяя начало возможных перемещений к каждому из 
различных перемещений, получим необходимые и достаточные условия 
равновесия. 

16. Общий случай еистех © одной степенью свободы, Рассмотрим 
отдельно случай систем, имеющих только одну степень свободы. Эти 
системы, прежде называвшиеся системами с полными связями, 
удовлетворяют следующим двум условиям: а) перемещение каждой точки 
системы может происходить только по совершенно определенной траек- 
тории; В) перемещение одной точки системы вполне определяет пере- 
мещения всех остальных ее точек. 

Такие системы представляют особый интерес, потому что часто встре- 
чаются в приложениях. Достаточно указать, что почти все наши мапшны 
представляют системы с одной степенью свободы. Мы встречаем в ма- 
шинах системы с двумя и более стененями свободы только в исключи- 
тельных случаях. Например, паровая машина с регулятором Уатта пред- 
ставляет систему с двумя степенями свободы; здесь перемещения муфты 
регулятора не имеют определенной кинематической связи с перемещениями 
кривошипного механизма машипы. Вообразим себе еще паровую машину 
компаунд; пусть как для малого цилиндра машины (для первсго расши- 
рения пара), так и для большого цилиндра {для вторичного расширения 
пара) поставлено по регулятору Уатта. Это будет система с тремя степе- 
нями свободы. Таким образом, чтобы привести пример такой системы 
из области машин, приходится обращаться К исключительным случаям. 
В огромном же большиистве случаев мы в машинах встречаемся с систе- 
мами, имеющими только одну степень свободы !. 

Для таких систем получается одно условле, необходимое и достаточ- 
ное для равновесия. Оно выражается одним уравнением, которое по на- 
чалу возможных перемещений будет иметь следующую форму. 

Пусть Р, 9, В,... будут внешние силы, приложенные к системе, а 
р, 9, г,... — перемещения точек приложения этих сил, проектированные 
на направления сил. Тогда условием равновесия будет: 


Вр + 99 Аг... =0 . 


17. Случай, когда н спстеме с одпой степенью ввободы ири- 
ложены только две силы. Золотое правило. Пусть эти силы будуГ 
Р и ©; т. гла уравнением равновесия булет: 


-Рр { 9а=0. 


Отсюда заключаем, что работы этих двух сил 


Рр и 9 


' Говоря это, мы предполагаем, что части машины представляют абсолю но 
жесткие, нензменяемые тела, т. с, пренебрегаем упругими изменениями этих ча- 
стей, Если же принять во внимание упругость частей машины и рассматривать 
их изменения формы (сжатия, растяжения, изгибы и т. д), происходящие от дей- 
ствгя сил во время данжения, то машина окажется имеющей не одну, а значи- 
тельное число степеней своболы. 


ПРИМЕНЕНИЕ ЗОЛОТОГО 'ПРАВИ. 


должны различаться знаками. Если одна из этих рабог, например Рр, 
положительная, то работа 04 должна быть отрицательной. Та из двух 
сил, которая дает положительную работу, называется движущей си- 
лой, а другая сила, дающая отрицательную работу, называется сопро- 
тивлением, 

Далее, из того же уравнения получаем отношение величин движу- 
‚шей силы Ри сопротивления О: 


т. е. отношение численных величин этих сил обратно отношению проек 
ций перемещений точек их приложения. Этот закон равновесия, примени- 
мый к громадному числу случаев для многих машин и механизмов, пред- 
ставляет всем известное золотое правило, которое обыкновенно 
высказывают в такой форме: 

сколько выигрываем в силе, столфко же теряем 
в скорости, . - 

В элементарных курсах излагают это правило-в применении только 
к так называемым простым машинам. Но из предыдущего видно, что 
область применимости золотого правила гораздо более обширна и обни- 
мает все системы с полными связями. 

15. Несколько исторических замечаний. Золотое правило статики 
иногда приписывают Галилею, у которого оно встречается в нескольких 
местах, межпу прочим, в одном из ранних его сочинений, специально 
занимающемся вопросом равновесия сил в машинах‘. Говоря о рычаге, 
Галилей замечает, что при помощи этого орудия «то, что приобретают 
в силе, то теряют в пройденном пути, во времени, в скорости; это заме- 
чание относится ко всем другим инструментам, которые уже были изготов- 
лены или, может быть, будут придуманы». 

О том же Галилей говорит в позднейшем, самом важном и наиболее 
знаменитом своем сочинении «Разговоры» *. Здесь он упоминает об этом 
правиле как о законе, известном и твердо установленном для всех меха- 
нических орудий «не только опытом, но и теоретическими доказатель- 
ствами». Симплизио, который в «Разговорах» служит представителем взгля- 
дов перипатетиков, замечает при этом: «Это мне очень хорошо известно: 
это доказано Аристотелем в его „Механических проблемах", Итак, Галилей 
приписывает открытие рассматриваемого нами закона Аристотелю. 

19. Применение золотодо правнла. С помощью этого правила мы 
сейчас же получаем известные условия равновесия для многих машин — на- 
клонной плоскости, клина, винта, зубчатой передачи и т. д, 

Не останавливаясь на простых, всем известных случаях, укажем еще 
а следующую машину. 


| Заглавие этой книги «Оса 5епга Меспашса» нужно перевести словами; 
«Учение о машинихь, так как Галилей употребляет слово «механика» В этом тесном 
смысле, а не в том ‘широком, котороё теперь прилают этому слову. Не имея этой 
книги Галилея, я цитирую по Дюгему, 
2 Неменкий перевод в «Озт\уа19'5 КЛазякег Фет ехамеп У/1ззеизенаен», № 11, 
24, 25. Цетируемое место см. в № 14, стр. 119, 120. 


з^ 
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Колсичатый пресс (фиг, 21). Глазную часть его составляет 
шарнирный ромб АВ25; точка И неподвижна, и при сближении шар- 
ниров В и С получается движение книзу точки О и при этом — сжа- 

тие прессуемого пред- 

мета. Для сближения 
шарниров В и С слу- 
жит винт Е, который 
проходиу через гайки, 
в соединенные с этими 
вряпрами; винте. ле 
нарезки в этих звух 
гайках имеют пре” иво- 
положное напраь. епие. 

*Для получения требуе- 

мого действия остается 

голько вращать винт 

Е помощью колеса Г. 

Здесь имеем две 
внешние силы: движу- 
щую Р, которая вра- 

Фит. 21. щает колесо Р, и с0- 

противление () сжи- 

масмого предмета. При поворачивании колеса на бесконелно малый угол ш 
перемещением точки приложения силы Р будет; 


©. 


{© — ралиус колеса). Вели шаг винта равсн р, то при позорачивании винта 
на целый оборот каждая гайка пройдет путь р, и 


д тайки сблизятся на величину 
2р 
р 
При поворачивании же на угол ® сближение бу- 
в с Чт ыблыне в отношении 
о . 
21’ 
т.е. окажется равным, 

р 
рт. 4) 
г. 92. Зная это сблимение, найдем перемещение точки 0. 


Для этого обратимся к фиг. 22; здесь стороны на- 
шего ромба обозначены через [, длины днагочалей —— черел Я и ри угол 
АЗС — через а. Мы получаем: 


215 и, 
21 соза. 
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Диференцируя эти выражения, мы найдем бесконечно малые возможные 
неремешения: . 


ай ==2/с05а4а, 4 =— Изпа аа. 
Отсюда получаем: 


а 


Г: Яве 


Здесь знак минус означает, что, когда диагональ р уменьшается, диаго- 
наль # увеличивается, и обратно, Вставим сюда вместо 4$ прежде полу- 
ченное выражение (1) для сближения точек Ви С; тогда @й представит 
вертикальное перемещение точки Г? и будет равн. 


Поэтому условием равновесия, выражающим, что силы @ и Р обратно 
пропорциональны соответствующим перемещениям, буде 


Р=-рь 81 ща. 


При постеленном сжимании прессуемого предмета угол & булет увеличи- 
ваться, и вместе с тем будет расти отношение 

[ . 

5, . 


т.е. при постоянной работающей силе Р будет постепенно увеличиваться 
сжимающая сила <). Именно это и требуется при всех работах по прес- 
сованию. 

20. Принцип отвердения. Для вывода условий равновесия систем 
(жидких Тел, гибких нитей и т. д.) часто пользуются этим принципом, 
который заключается в следующем: 

Если система находится в равновесии, то мы можем предположить, 
что эта система отвердела и сделалась вполне жесткой, неизменяемой; 
равновесие при этом не будет нарушено. 

Предположив отвердение системы, мы можем применять к ней 
уравнения равновесия твердого тела. Таким образом вопросы о равно- 
весин различных систем приводятся к равновесию простейшей системы -— 
неизменяемого твердого тела. 

Этот принцип представляет частный случай более общего принципа, 
также применяемого для разыскания условий равновесия, а именно, 
следующего: - 

Всли система находится в равновесии, то это равновесие не нарушится 
«введением новых связей, т. е. новых стеснений, ограничивающих возмож- 
ные перемещения. 

Как пример прнложения принципа. отвердения приведем известное 
рассуждение элементарной тгидростатики (фиг.” 23): выделим мысленно 
часть жилкости, ограниченную поверхностью 9664, и предположим, что 


3 Беседы о механиие. 


34 НАЧАЛО ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 


2 
жндкость отвердела; равновесие при этом не нарушится. Следовательно, 
давления, производимые жидкостью на поверхность абс, уравновешивают 
вес Р отвердезшей части. Поэтому эти лавления лолжны быть таковы, 
что равнодействующая их равна и противоположна силе Р. 

Другой пример (фиг. 24): имеем тяжелую гибкую нить АВС, 
подвешенную в точках Ди С. Выделим какую-нибудь часть ее ас, 
для чего нужно сделать мысленные разрезы ваиси заменить имею- 
шуюся здесь связь частей нити силами Г., Т,, которые называются нат»- 
жениями нити и идут по направлению касательных к нити в точках а, . 
Эти две силы уравновешивают веса р, р,... частей нити, лежащих межлу 
а ис. Теперь предположим, что нить отвердела, и применим к ней 
условия равновесия твердого тела. Прежде всего, имея дело с твердым 
телом, мы можем заменить параллельные силы р, р,... одной ‘равнодей- 


Фиг. 23. Фиг. 24. 


ствующей Р, которая найлется по известным правилам. Тогда мы имеем 
три силы Р, Т,, Т„, лежащие в одной плоскости и взаимно уравновеши- 
вающиеся на твердом теле. Как известно, эти три силы должны сходиться 
в одной точке, т. е. Р должна проходить через точку пересечения про- 
долженных Т;и Т,. Затем, если три силы уравновешиваются на твердом 
теле, то, откладывая их одну за другой по их направлениям, мы долж- 
ны получить замкнутый треугольник. Поэтому отложим величину Рио 
№, через А проведем прямую, параллельную Гу, а через [— прямую, 
параллельную Г., и найдем точку 22 встречи этих линий, Мы получаем 
треугольник равновесия указанных сил; отрезок Ди представляет силу 7}, 
а отрезок т дает силу Г, 

Принцип отвердения, как всякое частное условие равновесия, может 
быть получен из общего закона равновесия, т. е. из начала возможных 
перемещений, При этом выясняется, в каких случаях и при каких усло- 
виях может быть применяем принцип отвердения. 

С точки зрения начала возможных перемещений каждое уравнение 
равновесия представляет собою выражение того закона, что сумма работ 
внешних сил для некоторого перемещения, дозволяемого связями, равна 
нулю. Поэтому мы можем применять уравнения равновесия твердого тела 
к таким системам, для которых возможны такие же перемещения, 
как для твердого тела. Если связи системы не дозволяют ей иметь такие 
перемещения, то нельзя к ней прямо применять уравнения равновесия 
твердого тела. Но тогда можно уничтожить те связи, которые препятствуют 
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указанным перемещениям, заменить эти связи силами и причислить силы 
связи к внешним силам. Тогда получается возможность приложить к на- 
шей системе уравнения равновесия твердого тела. 

Мы так и поступаем в тех двух примерах, которые были Приведены. 
В жидком теле, отделив часть его аёс@, мы заменяем связь ее с осталь-` 
ной жидкостыо силами давления. В гибком теле, уничтожив связь в 
точках а, с, мы заменяем эту связь силами 7, 7, которые причисляем 
к внешним силам. 

81. Равнодейетвующие, плп эквивалентные, системы сил. Мы 
знакомимся с этим понятием прежде вёего в статике твердого тела. Рав- 
нодействующими, или эквивалентными, системами называются такие две 
системы сил, которые могут заменять одна другую без нарушения 
равновесия. Такое понятие об эквивалентности двух систем сил можно 
распространить и на любую механическую систему с произвольным чис- 
лом степеней свободы. Начало возможных перемещений даст нам общее 
условие такой эквивалентностн, 

Предположим, что в системе действуют внешние силы, состоящие 
из двух груп 


Р, ©, К,. и Рь Ч К, 


и находящисся в равновесии. Пусть соответствующие им возможные пе- 
ремешения будут: 


р, 9, #5 -., РВ Ча Гььь. 
Тогда условия равновесия будут иметь форму: 
Рр-+ 49 + ® +... + Ро + 94. Е Ап... =0; {8) 


число их ранно числу стененей свободы системы, Вообразим себе такую 
вовую группу внешних сил 
Р,, 9, В... 


что работа двя возможных перемещений их точек приложения, т. ©. 
работа 


Р.р, | ©: + А". |... 


равна работе сил группы 
Р» @ Вь: 


т. в. положим, что существуют равенства: 


Ри ов Ва... == Ра, -- 9. Ри... 8) 


удовлетворяющиеся для всех возможных перемещений, 
Групиа сил 


Рь „К... (А) 
может отличаться от сил 


Р, ©. К,... - в) 


как по числу сил в группе, так и по величинам, направлениям и точкам 
- приложения сил, Единственное требование состоит в выполнении условий(3). 


Е 
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Очевидно, мы можем в нашей механической системе заменить всю 
группу сил (В) новой группой (А), и равновесие при этом не нарушится, 
так как все условия, устанавливаемые началом возможных перемещений, 
будут попрежнему выполнены, Действительно, эти условия имеют форму (2), 
и такие уравнения будут попрежнему удовлетворены, только в них 


вместо суммы 
Рар, + 9. Вт... 


будет стоять равная ей сумма 


Вар 9.9: Е А", +... 


Итак, две группы сил эквивалентны, если работы их 
для всякого возможного перемещения системы одина- 
ковы. Вот в чем состоит общий закон эквивалентности сил для любой 
механической системы. Из него сейчас же получаются условия, опре- 
деляющие эквивалентные системы сил для различных частных случаев. 

32. Прижеры. Начнем со случая свободного твердого тела. Здесь 
имеем шесть степеней свободы, т. е. шесть различных неприводимых 
возможных перемещений: три поступательных перемещения по трем 
координатным осям и три вращения около трех координатных осей. 
Для каждого из этих перемещений две эквивалентные системы сил 
должны давать одинаковые работы. Всего получим шесть условий, раз- 
деляющихся на две группы уравнений, по три в каждой группе. 

Возьмем одно из условий, относящихся к группе поступательных 
перемещений, например условие для перемещений по оси Х. Работа сил 
для такого перемещения равна величине самого перемещения, умножен- 
ной на сумму проекций сил для оси Х. Для равенства работ необходимо, 
чтобы эквивалентные системы сил имели равными суммы проекиий 
на ось Х. Такие же условия получим и для двух других осей, 

Переходим к условиям для вращательных перемещений, например 
для вращения около оси Х. Мы выше показали ($ 1%, что работа 
внешних сил для такого перемещения равна произведению из угловой 
величины перемещения на сумму моментов сил относительно оси Х. 
Условие равенства таких работ для двух эквивалентных систем сил тре- 
бует, чтобы обе системы имели одинаковые суммы моментов относи- 
тельно оси Х. Подобные же два уравнения получим для осей У, ‚7. 

Итак, необходимые и достаточные условия для того, чтобы две сис- 
темы сил, приложенные к свободному твердому телу, были эквивалентными, 
закмочаются в следующем: 

Эти две системы сил должны иметь одинаковые суммы проекций и 
одинаковы" суммы моментов для трех координатных осей, 

Возьмем один из случаев связанного твердого тела. Пусть 
единственное перемещение, дозволяемое связями, есть вращение около 
некоторой оси. Эквивалентные системы должны оуловлетворять только 
одному условию: они должны давать одинаковые работы для этого един- 
ственного перемещения. Поэтому необходимо и достаточно, чтобы эти 
две системы сил имели одинаковые суммы моментов для оси, около ко- 
торой связи дозволяют вращение. 
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В виде примера приложения общей теории 0б эквивалентных сис- 
темах сил можно разобрать условия, при которых две пары, приложен- 
ные к свободному твердому телу, могут считаться эквивалентными. 

Также легко вывести условие, при соблюдении которого данная сис- 
тема. сил, приложенных к свободному твердому телу, может быть за- 
менена олной силой. Как известно, это условие состоит в выполнении 
уравнени: 


Ы 


1х4 МУ-- МЕ = 


где Л, У, 2 — суммы проекций данной системы сил, а 2, М, М-— суммы 
моментов вх для трех координатных осей Х, У, 2. 

Пользуясь той же общей теорией, сейчас локажем, что пара сил не 
может быть заменена одной равнодействующей силой. На самом деле 
работа пиры для всякого поступательного движения равна нулю, так как 
работа одной из сил, составляющих пару, уничтожается работой другой 
силы. Межпу тем работа равнодействующей силы не будет нулем для 
всякого поступательного движения. Следовательно, пара и сила не мо- 
тут быть двумя эквивалентными системами. 

В следующей беседе мы приведем еще несколько примеров приложе- 
ння обшей теории эквивалентных, т. е. равнодействующих, систем сил. 

23. Устойчивое в неустойчивое равновесне. Простейшим приме- 
ром устойчивого равновесия нам послужит тяжелый шарик, находящийся 


Фиг. 25. 


внутри чашки (фиг. 25, /). Нижняя точка чашки А представляет положе- 
ние устойчивого равновесия для этого шарика; если мы немного откло- 
ним шарик.из этого положения и затем отпустим его, то шарик будет 
колебаться около положения 4. То же произойдет, если мы сообщим 
небольшой толчок этому шарику, когда он находится в положении 4, 

Напротив того, шарик, расположенный, как на фиг. 25, //, в верхней 
хочке В выпуклой поверхности, находится в. неустойчивом положении, 

Наконец, тяжелый шарик, лежащий на горизонтальной плоскости, 
находится в положении 'безразличного равновесия, 

Эти общеизвестные понятия о характере равновесия нуждаются 
в некоторых дополнениях, 

Вместо обыкновенной чашки, как на фиг. 25, предположим, что мы 
имеем дело с цилиндрической поверхностью; пусть на той же фигуре 
ВАС представляет направляющую этой поверхности, а образующей ее 
будет горизонтальная прямая. При отклонении шарика из А по направ- 
лению такой образующей мы не заметим в нем стремления вернуться 


к первоначальному своему положению, т. е. будем иметь случай без- 
различного равновесия. При отклонение шарика по поверхности цилин- 
дра для всех других направлений мы будем иметь случай устойчивого 
рввновесря. Итак, характер равновесия может быть различ- 
вым для разных направлений откхонения от равновесного поло- 
жения. 

Вообразим себе обыкновенное седло и поместим шарик в средней точке 
седла, И здесь характер равиовесия будет различный для отклоне- 
ний разного направления. При некоторых отклонениях шарик повыша- 
ется; предоставленный самому себе, он будет стремиться опускаться н 
вернуться к первоначальному положению равновесия, — мы будем иметь 
дело с устойчивым равновесием. При других направлениях отклонения 
шарик понижается, и тогда равновесие оказывается неустойчивым. Итак, 
и здеь характер равновесия разный для различных 
направлений отклонения от равновесного положения, 

Иногда характер равновесия изменяется с пере- 
меной величины отклонения от равновесного положе- 
ния. Так, для чашки, имеющей в разрезе форму фиг. 25, ///, поло- 
жение шарика в А оказывается устойчивым для небольших отклонений 
или небольших толчков. Если же отклонения или толчки велики, то 
шарик будет совсем выброшен из чашки и не вернется к точке д. 

Подобный случай иногда замечается при рассмотрении устойчивости 
сулов на воде. Здесь приходится заниматься, главным образом, попереч- 
ными наклонениями судов и поперечными их качаниями. Иногда оказы» 
вается, что судно, которое проявляет хорошую устойчивость при малых 
углах наклонения, делается совершенно неустойчивым, при больших углах 
наклонения, например при углах, больших 55°; при отклонении` на такой 
угол судно должно будет перевернуться. Это может получиться при из- 
вестных условиях для плоскодонных судов. 

Бывают и обратные случай: для малых углов отклонения судно ока- 
зывается неустойчивым, т. е.. вычисления дают для него отрицательную 
метацентрическую высоту. Но при больших углах наклонения, например 
при углах, превышающих 25°, оказывается, что появляется довольно 
значительный вращающий момент, который стремится вериуть судно к 
первоначальному его положению, т. е. при таких углах судно доста- 
точно устойчиво. 

Заметим, что в практических конструкциях допустимы 
только случаи устойчивого равновесия, притом устойчи- 
вость должна соблюдаться для всех направлений отклонения. С техни- 
ческой точки зрения имеется существенное различие между равновесием 
устойчивым и двумя другими видами равновесия; эти последние в технике 
даже и не считаются равновесием. . 

24. Критерий для определения характера равновесця. Мы не 
будем разбирать вопрос о характере равновесия во всей его полноте 
и общности. Ограничимся несколькими соображениями, которым пе при- 
даем значения строгих доказательств; но они хотя отчасти разъяснят этот 
важный вопрос. ы 

Вернемся к лагранжеву доказательству начала возможных перемещений. 
В нем фигурировал груз п, который один заменял и представлял собою 
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все внешние силы, приложенные к системе, Мы рассматривали беско- 
нечно малые перемещения, дозволяемые связями. 

В случае равновесия высота груза п не менялась при таких бес- 
конечно малых перемещениях. Теперь предположим, что перемещения, 
хотя очень малые, но конечные. Опять мысленно перепробуем все пере- 
мещения, лозволяемые связями, начиная с положения равновесия, 
и буден следить за’ грузом т, 

Предположим, что эта проба покажет следующее: положение груза п 
для равновесного положения есть самое низкое из всех других по- 
ложений, занимаемых им при наших пробах. Тогда мы можем утвер- 
ждать, что это положение равновесия будет устойчивое. 

Если же при наших пробах окажется, что положение груза = при равно- 
весии есть самое высокое из всех положений, занимаемых им при 
наших пробах, то тогда, естественно, приходим к заключению, что это по- 
ложение равновесия неустойчивое, 

Попрежнему будем называть внешние силы через 


Р, ©, Ю, 5,..., 


2 соответствующие им проекции бесконечно малых возможных переме- 
щений через - 


р, 9, ", $,... 


Тогда, как мы видели в & 8, вследствие таких перемещений получится 
понижение груза, равное 


прич. 
(раю +...) Ф 


Складывая эти величины для элементарных бесконечно малых переме- 
щений, на которые можно разделить конечное перемещение, мы полу- 
чим в сумме понижение груза для конечного перемещения системы. 
Если оно будет всегла положительное, то равновесие неустойчивое. 

Предположим теперь обратное, — пусть выражение (4} отрицательное 
(это возможно, так как проекции перемещений р, 4, ", 5,... могут быть 
отрицательными). Такой результат укажет на повышение груза п при 
перемешениях, и следовательно, равновесие устойчивое, 

Конечно, можно было бы не обращать внимания на величину 
груза п, и вместо выражения (4) рассматривать только множитель 


° Рр-- 99-Е ® т..., (5) 


т. е. работу внешних сил. Итак, окончательно получаем такой критерий 
для различения характера равновесия: 

Суммируем выражения элементарной работы внешних сил, начиная от 
положения равновесия и кончая другим близким к нему возможным 
положением. Если эта сумма окажется положительной для каждого воз- 
можного перемещения, то равновесие неустойчивое, Если же она отри- 
цательная, то равновесие устойчивое, 


т, е. равное 
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35. Равновесие снетем иод дейетвием силы тяжести. Чтобы 
показать, как приводится в исполнение наше пракило для различения 
характера равновесия, рассмотрим следующий важный частный слу- 

х' чай: все внешние силы, действу- 

ющие на систему, суть силы 


с стяжести. 
а 1 и Пусть А, В, С (фиг. 26) будут 
т [А места. расположения отдельных 
А | | грузов 
| И р Р., В, Рь.. 3 
} р 
1 | | бесконечно малые возможные ие- 
х! ы 23, ремещения их пусть будут: 
1 1 
| 
! | | Аа, ВЬ, Се,... 
Фиг, 26. Проведем какую-нибудь горизон- 


тальную плоскость 2 и будем от- 
мечать высоты грузов над этой плоскостью 


хь Хь Жь. 


Проекции бесконечно малых перемещений на ось № обозначим через 
4х, ах» ах... 
Тогда сумма работ всех грузов для этих перемещений будет равна; 
— (Ра Р,ах,- Вах, ...). 


Здесь поставлен знак минус потому, что направление оси Х противопо- 
ложно направлению силы тяжести; следовательно, при увеличении высоты 
х получается отрицательная раЭота. 

Так как Р,, Р.,... представляют постоянные величины, то предыдущее 
выражение можно написать в форме диференциала суммы: 


— (Рая, -- Р,х.- Вх, ...}. (6 


Пусть С будет общий центр тяжести всех наших грузов, а х — высота его 
над основной плоскостью Я. Тогда по определению центра тяжести, 
называя сумму всех грузов через Р, имеем: 


Р-Н Р.х,--...==Рх. 
Следовательно, выражение (6) получит вид: 
—4(Рх) = — Рах. (7. 


Таким образом работа ясех внешних сил для бесконечно малого переме- 
щения имеет очень простой вид; легко просуммировать эти элементарные 
работы и получить соответствующую величину для конечного переме- 


- ПРИМЕРЫ УСТОЙЧИВОГО И НЕУСТОЙЧИВОГО РАВНОВЕСТЯ 4} 


щения. Для этого нужно только просуммировать величины Их. Пусть 
начальная высота центра тяжести О над плоскостью Н, отвечающая 
положению равновесия, есть й,, а окончательная высота для конечного 
перемещения системы есть #; тогда сумма всех элементарных значений 4х 
будет равна разности # — А, и суммирование величин (7) дает: 


Р(— 1). 


По изложенному общему правилу равновесие будет устойчивое, если 
это выражение всегда отрицательное, т. е, если всегда: 


в. 


Итак, равновесие будет устойчивое, если пентр тя- 
жести занимает самое низкое из возможных для него 
положений, 

Наоборот, равновесие будет неустойчивое, если центр 
тяжести занимает самое высокое из возможных для 
него положений. 

Это простое правило позволяет во всех случаях без труда опреде- 
лить характер равновесия системы, полверженной действию силы тяжести. 

Заметим, что в прежнее время очень часто в элементарных курсах 
предлагали следующее правило: 

равновесие усто йчиво, если точка опоры выше центра .тяжеети, 
и неустойчиво, если точка опоры ниже центра тяжести. 

Такое правило неверно; достаточно указать на известную игрушку 
«ванька-встанька», чтобы видеть явное противоречие этому правилу. 

26. Нримеры устойчивого и неустойчивого равновесия тяже- 
лых систем. 1. Дверь (фиг. 27), петли которой расположены по наклонной 


Фвг. 27. Фиг. 28. Фит. 29. 


линии. Очевидно, при закрытой двери центр тяжести ее С занимает самое 
низкое возможное для него положение, Следовательно, это будет по- 
ложение устойчивого равновесия. Такая дверь всегда сама закрывается. 

2. При расположении эже линии петель, как на фчг. 28, получается 
обратное. Когдя дверь закрыта, центр тяжести ее С занимает самое 
высокое возможное дя него положение; следовательно, это положение 
неустойчивого равновесия, Такам дверь всегда стремится открыться. 

8. При устройстве игрушки, называемой «ванька-встанька», должно 
быть выполнено следующее условие (фиг. 29): центр тяжести @ должен 
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лежать пиже центра С шаровой опорной поверхиости. Тогла при накло- 
нении игрушки центр тяжести повышается. 

4. Рассмотрим равновесие однородного тяжелого трехосного эллипсо- 
ида, положенного на горизонтальную плоскость. Если он прикасается 
к плоскости концом своей малой оси, то центр тяжести его занимае 
самое низкое возможное для него положенне, и равновесие устойчивое. 
Если точка касания лежит на конце большой оси эллипсоида, то 
центр тяжести занимает самое высокое возможное для него положение, 
и равновесие неустойчивое. Если эллипсонд прикасается к плоскости 
концом своей средней оси, то равновесие его устойчиво для некото- 
рых перемещений и неустойчиво для других перемещений, 

5. Поверхность тяжелой жидкости, налитой в сосуде, должна быть 
горизонтальна, потому что при этом условии центр тяжести жидкости зани- 
мает самое низкое возможное для него положение. Действительно, всякое 
отступление от горизонтальной поверхности АВ (фиг. 30), например 
замена ее поверхностью афе4, влечет за собой повышение центра тяжести 


| р 
Ее а вл в 
и 


{Я 2 


Фиг. 30. Фиг. 31. 


при такой замене часть жидкости сВа заменяется таким же объемом аёА 
но расположенным выше, 

6. Если в сосуд палиты две жидкости разной плотности, то поверх- 
ность раздела между ними СО (фиг. 31) должиа быть торизонтачьна, 
и более легкая жидкость должна быть вверху, Такое расположение дает 
самое низкое возможное положецие ц нтра тяжести, т. е, представляет 
положение устойчивого равновесия. 

Если же при горизонтальной поверхности раздела жидкостей более 
тяжелая из них расположена вверху, то мы получаем неустойчивое рав- 
новесие. Действитель:о, такое размещение дает самое высокое возможное 
положение центра тяжести этой системы. ` 

7. Обратимся к вопросу о равновесии твердого тела, погруженного 
в жидкость. 

Применим и здесь то условие, что в положении устойчивого равно- 
весия центр тяжести занимает самое низкое возможное для него поло- 
жение. Здесь имеем систему, состоящую из совокупности погруженного 
твердого тела и воды, наполняющей некоторый сосуд; общий центр 
тяжести этой системы должен занимать самое низкое положение. Это 
условие, примененное к вертикальным поступательным перемещениям 
погруженного тела, даст пам принцип Архимеда. 

Рассматривая боковые качания погруженного тела, например какого- 
нибудь судна, из того же условия о положении центра тяжести получим 
правило устойчивости судов, т. е. учение © метацентре. 


ВТОРАЯ БЕСЕДА 
РАВНОВЕСИЕ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ 


37. Ндосвие мехацивиы, Мы будем рассматривать только плоские 
механизмы, т. е. такие, в которых все части движутся в одной и той же 
плоскости *. Этим ограничением мы лишь немного суживаем область нашего 
рассмотрения, так как большинство употребительных механизмов отно- 
сится к разряду плоских. Из числа часто применяемых механизмов только 
винт, винтовые колеса, конические колеса и шарнир Гука не будут вклю- 
чены в наше рассмотрение, 

В то же время будем считать, что все силы, действующие на меха- 
низм, расположены в одной плоскости, в плоскости движения частей его. 

При изучении механизмов будем смотреть на них с точки зрения, 
‘установленной Рёло; именно, будем рассматривать механизм как замкнутую 
кинематическую цепь, одно из звеньев которой неподвижно. Такое включе- 


Фиг. 32. Фиг. 33. 


ние в механизм неподвижной части, т. е. устоя или рамы машины, оказалось 
очень плодотворным. С этим взглядом связан прием обращения меха- 
низмов; из данной кинематической цепи можно получать несколько раз- 
ных механизмов, часто вовсе друг на друга непохожих; для этого нужно 
делать неподвижным тот или другой член цепи *. Очевидно, число разных 
механизмов, получаемых из одной цепи, определяется числом ее звеньев. 

Примеры кинематических цепей, которые мы будем рассматривать, 
представлены на фиг. 32, 33, 34. Фиг. 82 изображает шарнирный четырех- 
угольник; можно сделать неподв.жным любое из четырех его звеньев а, 
$, с, 4; таким приемом получаем четыре разных механизма из этой цепи. 

На фиг. 33 представлена цепь, п‚именяемая в паровых машинах: 
а — кривошип, 2 — шатун, с — ползун, 4 — направляющая линейка. Если 
слелаем неподвижным звено 4, то получим механизм обыкновенной 


1 Колечио, к этому случаю легко привести в тот, когда всеточки механизма 
движутся це В одной и той же плоскости, но в параллельных плоскостях. 
2 Зародыш иден обращения механизмов нмеется у Шаля. См. СНаз1е5, 


Арсгои Выюгаие зш 1е авуеЮррешепе ев т@НоЧез ен Оботёше, Ш #4 
Мю ХХХ. 
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паровой машины. Делая неподвижным звено $, получим механизм паровой 
машины с качающимся цилинаром, При неподвижности @ или с получаем 
пругие замечательные механизмы. - 

Фиг. 34 представляет инверсор Поселье. В этой непи восемь звеньев 
п, 5,...,Й. Обыкновенно делается неподвижным звено й, тогда точка А 
описывает прямую (если длина 2 рав- 
на #) или дугу круга (если 5 не рав- 
но Л). Вместо Я можно сделать непо- 
движным любое из остальных звеньев; 
тогда получим различные другие меха- 
низмы, 

Все механизмы, которые мы рассмат- 
риваем, представляют системы с 
полными связями, или, другими 
словами, — системы с олною степенью 
свободы, т. е. они обладают следую- 
щими двумя свойствами: а) каждая точка системы движется по совер- 
шенно определенной траектории; Ъ) когда назначено перемещение одной 
точки системы, то этим 
вполне определяются пе- 
ремещения остальных ее 
точек. 

3$.Мгиовенный дентр 
вращения. Все части на- 
ших механизмов движутся 
в одной и той же пло- 
скости, а движение неиз- 
меняемого тела, парал- 
лельное некоторой пло- 
скости, подчинено теореме. 
Шаля, которою мы и бу- 
дем руководствоваться при 
дальнейших выводах. 

Теорема Шаля !. 
Как известно, теорема эта 
заключается в следующем: 

Всякое — бесконечно 
малое движение неизме- 
няемой плоской фигуры 
в ее плоскости можно 
рассматривать как вращение около некоторого мгновенного центра. 

Напомним доказательство этой основной теоремы кинематической гео- 
метрии. Докажем, что, если имеем два произвольных положения Ги // 


1 Маннгейм и Бурместер указывают, что понятие о мгновенном центре 
встречается в науке значительно раньше трудов аля, а именно в мемуарах 
Ивана Бернулли и Эйлера, См. Мапи неги, Оботёше стёшаноие, р. 14; Ваг- 
тезтег, Герфисй 4ег КшетаНК, 1, 27. Бек даже находит зачатки этого, учения 
у Аристотеля, в его «Механлческих проблемах» (Т н. Веск, Вешгаве гиг безсшсше 
ев Мазсншейьанес, 96). 
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какой-нибудь фигуры в ее плоскости (фиг. 35), то эта фигура может быть 
переведена из первого положения во второе помощью вращения около 
некоторого центра. Очевидно, достаточно показать справедливость этого 
для двух каких-нибудь точек фигуры, например`Аи В. Если вращением 
около некоторого центра мы эти точки из первого их положения пере- 
двинем так, что они совместятся со вторыми их положениями А’, В’, то 
и любая точка фигуры С совместится с новым ее положением С’. 

Чтобы найти центр, вращая около которого мы переместим точки Аи В 
так, что они совпадут с А'’и В’, поступим следующим образом; линии 
АА’ и ВВ' разделим пополам и из точек деления восставим перпендику- 
ляры, до встречи их в О. Эта точка встречи и будет искомым центром. 
Действительно, треугольники ОАВ и ОД'В' равны, потому что имеют три 
равные стороны. Следовательно, вращая около О, мы совместим АВ с А’В'. 

Это справедливо при всякой величине перемещений, переводящих фи- 
гуру из положения Г во #/. Теперь предположим, что эти перемещения 
бесконечно малы. Тогда с точностью до бесконечно малых второго порядка 
мы можем эти перемещения заменить дугами кругов, описанных из О, или 
соответствующими хордами АА’ ВВ’. Такая замена может быть сделана 
как в уравнении, выражающем начало возможных перемещений, так и при 
вычислении скоростей движения точек фигуры. Итак: для этих опе- 
раций бесконечно малое движение фигуры может быть заменено вращением 
около точки О, которая и представляет мгновенный центр *. В этом 
и состоит теорема Шаля. 

29. Нахождение мгновенного центра, Он легко получается, если из- 
вестно направление одновременных скоростей двух точек фигуры. Мгновен- 
ный центр лежит на перпендикуляре к направле- & 
нию скорости. Поэтому, если для двух точек фи- в 
гуры А, В (фиг. 36} имеем направления их ско- 
ростей (или бесконечно малых перемещений) АЛ’ 

и ВВ’, то, проводя перпендикуляры к этим / 
скоростям, получим в пересечении перпендику- 
ляров мгновенный центр О. 

На основании теоремы Шаля всякое беско- 
нечно малое перемещение какой-нибудь части — Уд 
рассматриваемых нами плоских механизмов бу- Фиг. 36. 
дет вращение около мгновенного центра. Для 
каждой части (т. е, для каждого подвижного звена) получаем особый 
мгновенный центр. Если произведем обращение механизма, т, е.. вместо 


1 


1 Но такая замена не может быть. допущена при решении тех вопросов, при 
которых необходимо принимать во внимание величины второго порядка, например 
при нахождении ускорения движения. Это не следует упускать из виду. 

дновременные скорости разных точек фигуры будут пропорциональны расстоя- 
ниям этих точек от мгновенного центра, но ускоревия их не будут пропорцио- 
нальвы расстояниям от этого центра. Указанный нами мгновенный центр есть 
центр перемещений и скоростей, ко не ускорений, для которых существует совсем 
другой центр. Мы упоминаем об этом, чтобы предупредить ошибку, в которую 
легко впасть, если ие обратить внимания ва смысл теоремы Шаля, определяю- 
щийся выводом ее, а прямо руководствоваться словесным ее изложением, постав- 
ленчым нами в начале доказательства, н понимать его безусловно и без всяких 
уграничений, . 
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прежнего неподвижного звена выберем другое и сделаем его неподвиж- 
ным, то получим новый механизм, новое движение, и` мгновенные центры 
изменятся- 

Пусть цепь имеет п звеньев. Любое из них можно сделать неподвиж- 
ным и для этого случая определить (л — 1) мгновенных центров осталь- 
ных звеньев. Отсюда следует, что полное Число возможных мгновенных 
центров такой цепи будет п (п— 1). 

Чтобы разобраться в этом обилии мгновенных центров, установим 
следующее обозначение. Все мгновенные центры будем обозначать бук 
вою О с подстрочными индексами. Условимся в этом подстрочном индексе 
всегда ставить две буквы: первая из них должна обозначать то звено, 
движение которого изображается мгновенным центром, вторая — отмечать, 
какое звено при этом сделано неподвижным. Так, например, название О’; 
изображает мгновенный центр, около которого вращается звено @, когва 
звено { неподвижно. Для краткости можно пропускать букву Ои 0б0- 
значать это звено знаком 4. Подобно этому обозначение О,„„, или просто 
4а, обозначает для того же механизма центр, около которого вращается 
звено 4, когда неподвижным сделано звено а. 

Докажем сейчас две общие теоремы, вторая из которых ласт нам 
возможность определять мгновенные центры многозвенных механизмов. 

ПЕРВАЯ ТЕОРЕМА, Два мгновенных центра, в подстрочные индексы 
которых входят одни и те же буквы, но в другом порядке, например О, 
и О», совпадают между собою. Другими словами, порядок букв 
в подстрочных индексах безразличен. 

Эта теорема почти очевидна. О„, означает центр, около которого 
вращается звено а, когда 65 неподвижно; пусть это будет точка 4. 
Рассмотрим бесконечно малое перемещение, т. е. вращение около центра 
А на бесконечно малый угол «. Затем придадим всему механизму как 
олному целому вращение ® около того же центра А и па тот же угол, 
но в противоположную сторону. Результатом сложения этих двух пере- 
мещений будет следующее: звено « делается неподвижным, звено же 5 
получает вращение около А. Следовательно, по нашему обозначению, 
теперь точка А делается центром О», т. е. теорема доказана. 

Поэтому далее мы не будем обращать внимания на порядок букв 
в подстрочных индексах, изображающих мгновенные центры вращения. 

Заметим, что на основании нашей теоремы в общей совокупности 
п(пШ— 1) мгновенных центров механизма, состоящего из и звеньев, эти 
центры будут попарно совпадать один с другим. Следовательно, число 
различных мгновенных центров будет равно: 


пи!) 


Вторая ТЕОРЕМА 1, Возьмем в какой-нибудь кинематической цепи 


три произвольных звена ее а, 2, с и рассмотрим три мгновенных центра“ 


О, Оз, О, подстрочные индексы которых аё, бе, аё представляют 
различные соединения по два из трех букв а, 6, с. Эти три мгно- 
венных центра лежат на одной прямой. 


1 Ова была найдена независимо друг от друга Аронгольдом и Кениеди 
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» Для доказательства допустим, что эти три центра А, 8, С (фиг. 37) 
не лежат на одной прямой, и покажем, что такое предположение при- 
водит к нелепости. 

Сначала предположим, что неподвижно звено р, и рассмотрим точку В, 
т. е. мгновенный центр 56 или сб (что все равно, на основании 
первой теоремы}, Около В вращается звено 2, когла с неподвижно, 
н обратно, около В вращается с, когда неподвижно 2.. Поэтому точку 
В можно считать общей точкой тел Ви с; ее можно рассматривать или 
принадлежащей телу 6, или принадлежащей телу с"; при обоих пред- 
положениях она находится в покое. 

Затем сделаем обращение механизма; пусть теперь неподвижным 
будет звено а. Чтобы произвести такое обращение, нужно всему меха- 
низму как целому, зсем его частям, сообщить, кроме прежних перемеще- 
ний, еще такое, которое равно и прямо противоположно прежнему пере- 
мещению звена 2. При этом точка В, которая прежде была неподвижна, 
теперь получит некоторое перемещение, но оно будет одно и то же 
как в случае, когда В 
считаем принадлежащей 
звену 5, так и в том слу- 
чае, если В считасм при- 
надлежащей телу с. Та- д 
кое заключение основано 
на том, что прежде точ- 
ка В вобоих случаях была 
неподвижна. 

Но если тело а непо- Фиг. 37. 
лвижно, то для тел Вис 
имеем мгновенными центрами точки 4 и С (т. е. аб, ас). Считая точ- 
ку В принадлежащей звену 6, мы заключаем, что она должна вра- 
щаться около центра ба, или, что все равно, около центра 26, т. е. 
около точки А, Бесконечно малое перемещение ®; точки В будет пер- 
пендикулярно к радиусу АВ. 

Затем, продолжая рассматривать то же движение нашей цепи (попреж- 
нему неподвижно а), будем считать точку В принадлежащей звену с. 
Она должна вращаться около центра са, или, что все равно, около 
центра ас, т. е. около точки С. Поэтому она получит бесконечно малое 
перемещение %., перпендикулярное к радиусу ВС. 

Итак, оказывается, что точка В получает различные перемещения @; или 
в„, смотря по тому, считаем ли мы ее принадлежащей звену $ или звену 
с, т. е. мы входим в противоречие с прежде полученным заключением. 
Такое логическое противоречие получилось вследствие неверности основ- 
иного предположения, что точки А, В, С не лежат на одной прямой; не- 


1 Конечно, нет необходимости, чтобы точка В в действительности матери- 
ально принадлежала звсньям механизма #, с. Она может находиться совершен- 
но вне механизма; но идеально она как бы соединена с этими звеньями. 
И вообще, всякий мгновенный центр можно,с кинематической точки 
зрения, считать соединенным с соответствующим звеном, хотя бы н действие 
тельном, резльном, механизме между звеном и его центром не имелось матери- 
альной связн, * 
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верное предположение привело нас к нелепому выводу. Противоречие 
уничтожается, как только примем, что точка В лежит на прямой АС. 

Таким образом наша теорема, которую будем называть теоремой 
Аронгольда, доказана помощью гейнсНо а4 абзигаит. и 

Приложения теоремы Аронгольда. Эта теорема имезт 
первостепениое значение при разысканин игновенных ценгров, очень облег- 
чает это разыскание и часто представляет единственное средство для 
их нахождения. 

30. Иримеры. Шарнирный четы рехугольник, Сначала рас- 
смотрим простую цепь, для которой все мгновенные центры могут быть 
легко найдены и без помощи теоремы Арон- 
тольда, а именно шарнирный четыргхугольних 
(фиг. 38), состоящий из четырех звеньев а, 
$, с, 4, соединенных шарнирами А, В, С, О. 

Очевидно, каждый из этих шарниров есть 
мгновенный центр для одного из двух звеньсв, 
им соеднненных, когда другое звено будет 
неподвижно. Следовательно, точки А, В, С, 2 
будут представлять собой мгновенные цент- 
ры а4, аб, @с и са. 

Рассматривая ‘три знена а, с, @, мы за- 
ключаем, по теореме Аронгольда, что центры 
а4, с4, ас должны лежать на одной прямой. Следовательно, неизвест- 
ный нам центр ас должен лежать на прямой, соединяющей указанные 
уже центры а и са, т. е. на прямгй АО. Затем, рассматривая пря- 
мую ВС, соединяющую центры а6, фе, заключаем. что центр ас должен 
лежать на прямой ВС. ИМ'ак, центр ас получится как пересечение 
прямых АР н ВС. 

Подобно этому найдем центр 64 как пересечение прямой АВ, кото- 
рая соединяет центры а4, аб, и прямой СР, которая соелинлет центры 
са, фе. Полученная нами окончательная фигура представляет все мгно- 
венные центры шарнирного четырехугольника, 

Кулисный механизм. На фиг. 39 изображена схема, представ- 
ляющая собою обобщение механизмов, известных под ‘наззанием кулис 


Фиг. 39. 


Стивенсона, Аллана, Гуча в др.; они приводятся в действие двумя экс- 
нентриками, заклиненными на одном валу. Здесь первое звено цепи есть а; 
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оно изображает собою ‘оба эксцентрика и вал, на котором они за- 
клинены, так что составляют с ним одно целое. Затем звенья фи Ё 
представляют эксцентриковые тяги; @— сама кулиса, е— тяга, на кото- 
рой подвешена кулиса. Наконец, Х есть неподвижное звено, т, в. 
устой машины, в котором вращается вал с эксцентриками (ось вращения 
вала обозначена точкою А). К этому же устою в точке О подвешена 
тяга е, на которой висит кулиса. Звенья этого механизма соединены 
в точках А, В, С, Р, Е, Е © шарнирами. 

Задача состоит в том, чтобы найти мгновенный центр, около кото- 
рого вращается кулиса при своем бесконечно малом перемещении, 

Прежде всего обозначим шарниры по установленному нами правилу 
для мгновенных центров. Шарнир, соединяющий два каких-нибудь звена 
т ип получает обозначение тм. Следовательно, шарниры А, В, С, Ъ, 
В, Е, Ц должны быть названы: а, а8, ас, Ва, Че, Че, 2}. 

Искомый мтновенный центр кулисы должен получить обозначение (//. 


Мы найдем его положение, применяя х 
несколько раз теорему Аронгольда, 
Сначала найдем центр Ча. Для т! у 


этого заметим, что прямая РВ соеди- 
няет центры 54, аб, следовательно, 

на той же прямой лежит и центр 4а. 
Также видим, что он ‘лежит на пря- 
мой СБ, соединяющей 4, ас. Сле- 
довательно, центр 4а получится в 
пересечении кулисных шатунов В и с, Али 
т. е. в точке К. 

Соединим этот центр’ Ча прямой 
линией с точкой А, т. е. с цент- 
ром а/; на этой примой должен ле- 
жать искомый центр 47. Но он дол- _ . 
жен лежать также на прямой СЛ, ме] д 
соединяющей центры е/ и 42. Итак, Фиг, 40. 
искомый мгновенный центр кулисы &У 
получится как пересечение прямых КА и ОР. 

Следует обратить внимание на то, что это построение ‹овершенно 
общее, применимое олинаково, будет ли кулиса изогнутая или прямая 
(кулнса Аллана), будет ли она обращзна выпуклостью наружу, как пока- 
зано на чертеже (кулиса Стивенсона), или в обратную сторону (вулиса 
Гуча), будет ли она подвешена концоч с.оим или какой-нибудь средней 
точкой, 

Кулиса Джоя, Схема этой кулисы представлена на фиг. 40. 
В состав цепи входит обыкновенный механизм паровой машины, т. е. 
кривошип @, шатун №, ползун. с и неподвижный устой машины й, служа- 
щий направляющей линейкой для ползуна. К этим звеньям присоединя- 
ются части собственно кулисы, а именно: с одной из точек шатуна Сб 
соединяется рычаг &, другой конец которого 1 направляется отводным 
радиусом е, казающимся около неподвижной точки В. С точкой Е рычага 
4 соединена кулиса #, направляемая остводным радиусом РС, который 
качается около неподвижной точки С. Кулиса @ служит для передвиже- 


4 Беседы о мехонике, 
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ния золотника, соединяющегося с точкой 2 кулисы. Требуется найти 
мгновенный центр для кулисы,т. е., по нашему обозначению, центр &#. 

Сначала обозчачим по нашему правилу все шарниры, соединяющие по 
два звена цепи между собою. Точки А, Я, С, ВБ, Г, В, Е, С получат 
названия: ай, @ё, 54, 43, 4е, св, &/, и. Шарвир, соединяющий шатун 6 
с ползуном с, должен быть обозначен через 25. 

Затем найдем мгновенный центр для шатуна 8, т. е. 81. Его легко 
построить как пересичение нормалей к путям, описываемым двумя его 
концами. Левый конец шатуна движется по кругу, опнсываемому криво- 
щитом, слеповательно, этот кривошип есть нормаль к пути левого конца. 
Правый конец ходнг по прямолинейной линейке /, следовательно, пер 
пендикуляр ЛХ к этой линейке будет вормалью к пути правого конца 
шатуна. Искомый мгновенный центр ФА получится в точке К, где встре- 
чается продолжение кривошипа с перпендикуляром ХХ. 

Далее, начинаем применять теорему Аронгольда. Линия АС соединяет 
центры 51 и 64, следовательно, на той жг прямой лежит центр ай. Оя 
же должен лежать на прямой В/, соеднниошей 4 с ей. Следовательно, 
центр 9 строится как пересечение АО с 8/ 

Наконец, находим требуемый центр кулисы ей. Он должен лежать на 
пересечении прямой МЕ, которая соеднняет Чй с @8, и прямон АС, 
когорая соединяет центры &/ и №№. 

Задача. Построить мгновенные центры для инверсора Поселье. 

31. Условия равновесия вил, действующих на звенья меха- 
низиа. Знание мгновенных центров дли звеньев Поззоляет легко опре- 


Фиг. #1. 


делить эти условия. Конечно, они получатся из начала возможных пере- 
мещений, как общего закона равновесия всевозможных систем; мгновенные 
центры нужны для того, чтобы знать возможные перемещения. 

Сначала рассмотрим случай, когда имеем только две силы Ри ©, 
действующие на два различных звеня 5, / (фиг. 41} н взаимно уравно- 
вешивающиеся. 


Пусть неподвижное звено нашей цепи будег /. Построим три мгно- 
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венных центра, отаечающих звеньям 5, & г, т.е. 57, #", 52. Эти три точки 
будут лежать на одной прямой. 

Силу Р, дейстзующую на звено $, разложим на две составляющие 
р: и р» направленные в центры 5, гз, т. е. центры, имеющие букву $ 
в своем названии. Эти точки можем считать принадлежащими телу 5, 
составляющими с ним одно целое, участвующими в его бесконечно малом 
перемещении. Составляющая р, идет в неподвижную точку 7$ тела $, 
следовательно, работа ве для бесконечно малого перемещения будет равна 
нулю, и в уравнение возможных перемещений будет входить только работа 
силы р, для бесконечно малого перемещения точки 5. 

Перейдем теперь к телу и силе ©. Продолжим р, до встречи ее в 
А с силой О, перенесем © в точку А и разложим ее на составляющие 
4:, 9» направленные в центры 52, №, т, е. в центры, имеющие букву # 
в своем названии и принадлежащие телу 2. Слагающая 9,, идущая в 
неподвижную точку тёла & дает возможную работу, равную нулю, и оста- 
ется только работа слагающей 9, для перемещения точки 54, принадле- 
жащей телу &. 

Применяя теперь начало возможных перемещений, мы должны нази- 
сать, что для равновесия необходимо и достаточно, чтобы сумма работ 
сил р, и 9; для перемещений точек их приложения была равна нулю. 
Но мы вели построение так, что оставшиеся слагающие р; и 9. могут 
быть рассматриваемы как приложенные к точке 5%, т. е. к общей точке 
звеньев 5 и &. Каково бы ни было перемещение этой точки, оно сста- 
ется одно и то же как в случае, когда мы рассматриваем точку 5 принад- 
лежащей телу 5, так и в случае, когда мы рассматриваем ее принадле- 
жащей телу #. Следовательно, для равновесия необходимо и лостаточно, 
чтобы слагающие 4, и р, были численно равны между собою и направлены 
одна противоположно другой. Тогда сумма работ их будет равна нулю, 

Таким образом, пользуясь нашим построением, всегда можем узнать, 
уравноветиваются ли наши силы Р, © ияи нет, а также можем, зная си- 
лу Р, приложенную к звену 5, найти, какая сила © должна быть прило- 
жена к звену $, чтобы уравновесить силу Р. 

Совершенно ясно, что здесь вовсе не требузтся и не нужно, чтобы 
самые силы Р и О были равны и прямо противоположны. Это было бы 
необходимо, если бы обе они были приложены к одному и тому же 
твердому телу. В нашем же случае необходимо и достаточно, чтобы 
были равны и противоположны слагающие у, 4., идущие в общую для 
обоих звеньев точку 5. При этом разложение сил должно быть так сде- 
лано, чтобы другие слагающие р», 9, проходили через неподвижные 
точки тех тел, к которым эти слагающие приложены. 

32. Зашена силы, действующей на одно звено иеханизма, 
силой, приложенной к какому-нибудь другому звену. Теперь мы 
легко найдем, как должна быть сделана такая замена, чтобы при этом 
равновесие нарушилось. Пусть имеем механизм, ‘находящийся в равно- 
весии. Из всех сил, к нему приложенных, выберем одну Р, действующую 
на звено 5. Мы’ желаем заменить силу Р другой силой, приложенной 
к звену #, 

Для нахождения этой заменяющей силы сначала найдем помощью 
построения предыдущего параграфа такую силу @, которат, будучи 


х 
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приложена х звену #, уравновешивает силу Р. Очевидно, равновесие 
нашего механизма не изменится, если к числу сил его прибавим две 
равные и противоположные силы @,— ©, действующие на одно и 
то же звено #. Но, рассматривая теперь совокупность сил Р, @,— 0, 
видим, что две из них, Р, @, взаимно уравновешиваются и могут быть 
отброшены. Остается одна сила — (), действующая на звено &. Она заме- 
°нила первоначально данную силу Р, приложенную к другому звену $, 
причем равновесие не -нарушилось. 

Итак, мы решили задачу, поставленную в заглавии этого параграфа. 
В учении о равновесии механизмов она соответствует такой задаче 
статики твердого тела: силу, действующую в точке А тела, перенести в 
точку ,В без изменения равновесия. 

33. Общее условие равновесия произвольного числа ‘сил, дей- 
ствующих нь звенья механизма, Эту задачу всего лучше решить 
следующим образом. Выберем одно произвольное звено механизма и 
перенесем па него без изменения равновесия, как только что было 


Фиг. 43. 


показано, все силы, действующие на все звенья механизма. Тогда будем 
иметь совокупность сил, действующих на одно и то же звено, 
т.е. на одио и то же твердое тело. Равновесие механизма этим путем 
призодится к более простой и знакомой нам задаче: равновесию сил, 
действующих на одно и то же тело. По правилам статики твердого тела 
заменим все эти силы одной равнодействующей. Но условиями равно- 
весия твердого тела. имеющего возможночть вращаться вокруг одной 
оси, будет равенство нулю моментов внешних сил относительно этой 
оси. Следовательно, для равновесия механизма необходимо и достаточ- 
но, чтобы найденная равнодействующая проходила через мгновенный 
центр того звена, к которому она приложена. 

В этом и заключается общее решение вопроса о равновесии плоских 
механизмов. 

Читатель видит, что в этой беседе для плоских механизмов выведены 
правила перенесения сил, правила сложения и разложения их, условия 
равновесия, и все эти вопросы решены в том же духе и в той же пол- 
ноте, как это давно было сделано для твердого тела. 

Задачи. 1. Найти условия равновесия сил Р, © (фиг. 42), действую- 
щих на звенья а, с шарнириото четырехутольника. 

2. Найти условия равновесия сил Р, © (фиг. 48) на инверсоре Поселье 

3. В кулисе Джоя (фиг. 40) найти условия равновесия между да- 
влением Р на поршень и сопротивлением © золотиика передвижению. 
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34. Применение начала возможных перемещений. В первой 
беседе мы видели, что, если для составления условий равновесия применять 
начало возможных перемещений, то все силы связи исключаются, и мы 
можем совершенно игнорировать их; для условий равновесия они не 
нужны. 

Но иногда бывает необходимо знать силы связи для других целей. 
В техническом деле, при построении машин и мостов, силы связи часто 
представляют давления на опоры, и их нужно знать для расчета проч- 
ности и устойчивости опор. В машинах силы связи, появляющиеся в 
форме давлений на валы и другие подвижные части, вызывают трение, 
величина которого иногда зависит от величины давления. Поэтому нужно 
знать силы связи, чтобы вычислить величину трения и определить сте. 
пень полезного дейстзия машины. 

Но и в тех случаях, когда нужно знать силы связи, нельзл сказать, 
что исключение сил связи, произведенное помощыо начала возможных 
перемещений, было бесполезно. Напротив того, оно и здесь приносит 
большую пользу, а именно тем, что разделхет сложный вопрос на два 
вопроса, решаемые отдельно: а) на определение условий равновесия, т. е. 
нахождение таких внешних сил, которые уравновешиваются в системе, 
Ь} на определение сил связи. Если бы мы решали оба эти вопроса сразу. без 
разделени', то имели бы задачу с большим числом связанных между 
собою иеизвестных. А известно, что математические трудности сильно 
возрастают с увеличением числа неизвестных, связанных между собою. 
Всякое разделение неизвестных на две или большее число независимых 
групп влечет за собою значительное облегчение вопроса. Начало возмож- 
ных перемещений и производит именно такое разделение. 

Кроме того, и для решенит занимающего нас теперь вопроса — опре- 
деления сил свузи -— наилучшим приемом послужит. применение начала 
возможных перемещений. . 

В первой беседе мы применяли наше начало к перемещениям, лозволя- 
емым всеми связями системы, т. е. к таким перемещениям, которым связи 
нисколько не препятствую“; поэтому все связи исключались. Если теперь 
желаем найти силы связи, то необходимо рассматривать перемещения, 
которым препятствуют некоторые связи, например хотя бы одна из свя- 
зей. Уничтожим мысленно эту связь и заменим ее силой, которая и будет 
силой связи, 

Эту силу причислим к внешним силам, Затем вообразим такое пере- 
мещение, которому эта связь препятствовала и которое теперь, с уничто- 


54 ОПЬРДЕЛЕНИЯ СИЛ СВЯЗИ 


жением связи, сделалось возможным. Остается применить начало возмож 
ных перемещений, и мы получим уравнение, в которое входит искомая 
сила связи. 

Этот прием очень удобен, потому это позволяет определять не все 
неизвестные сразу, в совокупности, а разделять их на группы с неболь- 
шим числом неизвестных в каждой группе. Часто даже возможно достиг- 
нуть полного разделения неизвестных, т. е. так подобрать перемещения, 
что в каждую группу будет входить только одна неизвестная сила 
связи. 

35. Ирижеры. 1. Возьмем случай связанного твердого тела. Пусть 
оно имеет одну неподвижную точку. Здесь связь, т. е. действие опорной 
точки на тело, выражается одной силой, проходящей через неподвиж- 
ную точку; величина и иаправление этой силы неизвестны, Мы будем 
знать эту силу вполне, если определим три ее проекции на координат- 
ные оси Х, У, 2. 

Уничтожим связь нашего тела и заменим ее тремя силами Х, У, 2, 
которые причислим к внешним силам. Пока существовала связь, она не 
дозволяла телу двигаться поступательно; теперь такое движение сделалось 
возможным. Вообразим, что тело получило поступательное перемещение 
по оси Х, и напишем, что сумма работ всех внешних сил равна нулю 
для этого перемещения; получим уравнение, в которое будет входить 
одна неизвестная Х, которую и найдем. Тем же приемом определим 
отдельно силы Уи 2. . 

2. Предположим, что имеем твердое тело, у которого имеются две 
опоры, т. е. две неподзижные точки А и В, определяющие ось враще- 
ния АВ. Опишем несколько подробиее эти опоры. Пусть опора А такова, 
что не препятствует движению вдоль оси АВ, а уничтожает только пере- 
мещения, перпендикулярные к В. Следовательно, здесь сила связи, 
проходящая через точку А, не имеет слагающей Х, параллельной оси А; 
остаются только две слагающие У», 2., перпендикулярные к АВ. 
Что касается опоры В, то пусть она препятствует не только перемеще- 
Ниям, перпендикулярным к оси АВ, но и перемещению вдоль этой оси. 
(При практическом выполнении этой опоры здесь придется’ поставить 
какой-нибудь опорный подшипник.) Итак, сила связи в точке В имеет 
три слагающие по направлению координатных осей Х, У и 2, из которых 
первая совпадает с АВ, а последние герепендикулярны к АВ. Эти сла- 
тающие назовем через Х,, У, 2,. Следовательно, всего имеем пять 
неизвестных сил связи: У, 2, Л» И» 2. 

Уничтожим опоры А, В и вместо них введем этисилы связи. Теперь 
ваше тело свободно и может иметь любое поступательное и вращатель- 
ное перемещение; все они для него дозволены. Мы можем подобрать 
перемещения так, что неизвестные вполие разделятся, и в каждое урав- 
нение будет входить только одно неизвестное. 

Прежде всего вообразим поступательное перемещение вдоль оси Х. 
Применяя к нему начало возможных перемещений, получим уразнение, 
в которое входит одна сила Х,,. 

Далее рассмотрим вращение около оси, проведенной через В пара! 
лельно осн У. Применяя начало к этому перемещению, исключим все 
неизвестные кроме 2,. 
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Затем берем вращение около оги, проведенной через В параллельно 
оси 2. Это перемещение даст нам ‘уравнение, содержащее одну неизве- 
стную силу связи У’. 

Рассматривая врашения около осей, проведенных через точку А парал- 
лельно Уи 2, получим еще два уравнения, и первое из них содержит 
неизвестную 2,, а второе — У, 

36. Примерм из строительной шеханики. Определение напряжений 
в брусках фермы. При устройстве мостов, стропил и тому подобных 
конструкций часто применяются фермы, т. е. раскосные системы, связан- 
ные из нескольких брусков; пример приведен на фиг. 44. Отдельные 
бруски фермы представляют связи этой системы, При действии внешних 
нагрузок на ферму в этих брусках появятся внутренние напряжения, 
растягивмощие или сжимающие; это будут силы связи. Их нужно знать 
для того, чтобы возможно было рассчитать прочные размеры брусков. 

Если мы будем рассматривать равновесие всей фермы как одного 
целого, то все силы связи исключаются, и ни в одно из уравнений рав- 
новесия не попадет ни одна из сил связи; в уравнениях будут фигури- 
ровать только внешние нагрузки. Поэтому такие уравнения непригодны 
дл: определения напряжений брусков», из которых составлена ферма 
Чтобы найти эти напражения, * 
нужно уничтожить одну или 
несколько связей, мысленно раз- 
резать нх И этим самым вместо 
связи ввасти силу, предста“ 
вляющую напряжение бруска. 
Эта сипа должна быть причис- 
лена к внешним силам. 

При разрезании связей мы 
получаем некоторые новые пе- 
ремещения, которые прежде не 
лозволялись, а теперь стано- Фиг. 44. 
вятся возможными. К этим но- 
вым перемещениям и нужно применить начало возможных перемещен 
ний; получим уравнения, в которые входят силы связи; следовательно, эти 
силы могут быть найдены. В этом заключаются приемы для нахождения 
внутренних напряжений в фермах. 

Возьмем ферму, не содержащую лишних брусков, т. е. такую, что 
все бруски ее необходимы для придания ферме жесткости (фиг. 44). 
Как только разрезан один брусок, ферма сейчас же теряет свою жесткость 
и получает возможность изменять свою фигуру без изменения длины всех 
остальных брусков. 

Предположим, что мы разрезаем брусок & и вводим вместо этой 
связи две силы Х, идущие по длине бруска. ферма теряет свою жесткость; 
в ней теперь имеется шарнирный четырехугольник ВСЕЛ ', который может 
изменять свою фигуру, а при этом изменении получают перемещения и 
другие части фермы. Вот это и есть то перемещение, которое сделалось 
дозволенным с уничтожением связи а; к нему нужно применить начало 


1 Мы предполагаем, что во всех узлах фермы соединения шарнирные, 
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возможных перемещений. Силы Х войдут в это уравнение вместе с осталь- 
ными внешними силами Р, О, Ю, 5. Напряжения остальных брусков ис- 
ключаются как силы связи. Поэтому получим уравнение, в которое вхо- 
дит только одна неизвестная Х; из него найдем эту силу. 

Тем же приемом найдем напряжения остальных брусков. Так как каж- 
дый из них необходим для жесткости фермы, то достаточно разрезать 
один брусок, чтобы появилось некоторое дозволенное перемещение, изме- 
няющее фигуру фермы; для него и составим уравнения равновесия. Таким 
образом в каждое уравнение будет входить только одна неизвестная — 
напряжение того бруска, ‘который разрезан; все прочие неизвестные исклю- 
чаются. Это исключение происходит во время самого составления 
уравнения, вследствие того, что мы применяем начало возможных 
перемещеннй. Пользуясь этим началом, мы получаем ряд отдельных урав- 
нений, содержащих каждое по одной нензвестной, т. е. получаем самое 
простое решение. Если бы имели несколько совокупных уравнений, 
т. е. таких, что в одно уравнение входит несколько неизвестных, то 
решение было бы гораздо сложнее. Понадобилось бы исключать неизве- 
стные помощью алгебраиче- 
ских приемов. А когда число 
неизвестных значительно, то 
такое исключение очень утс- 
мительно, 

Способ Риттера. 
Этот прием часто применя- 
ется при инженерных расче- 
тах. Вот в чем он состоит: 


в разрежем ферму (фиг. 45) 
на две части разрезом аб и 
. Фиг, 45. будем рассматривать равно- 


весив левой отрезанной ча- 
сти. При разрезе мы уничтожаем три связи, производнмые брусками 1, 2, 3, 
и вместо них вволим силы, идущие по направлению этих брусков: их 
причисляем к внешним силам, так что на левую часть фермы действуют 
теперь силы Р, О, 1, 2, 8. 

Вследствие уничтожения связей левая часть фермы получает возмож- 
ность перемещаться в плоскости чертежа, как неизменяемая фигура; 
следовательно к числу возможных перемещений ее относятся вращения 
около любой из точек плоскости фигуры. Для нахождения силы 7 вооб- 
разим следующее возможное перемещение: вращение около точки К\, 
где встречаются две остальные неизвестные 2, 3, Применим начало воз- 
можных перемещений для этого вращения, т.е, напишем уравнение рав- 
новесия моментов для точки А,. Силы 2, 8 исключаются из этого урав- 
нения, потому что они проходвт через точку А, и дают для нее момент, 
равный нулю. Мы получаем одно уравнение с одной неизвестной 7. 

Чтобы найти силу 2, рассмотрим перемещение, состоящее во враще- 
нии около точки А», в которой встречаются две другие неизвестные 7, 3. 
Получим уравнение моментов для точки В» из которого исключаются 
силы 7, 8, дающие для Ю; моменты, равные нулю. Опять имеем одно 
уравнение с одной неизвестной. 
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Наконец, для нахождения силы $ рассматриваем вращение около 
точки Аз, где встречаются силы 1, 2. 

Таким образом при этом приеме получается исключение неизвестных 
во время самого составления уравнений равновесия, Мы достигаем этого 
помощью выбора тех перемещений, к которым применяется общая тео- 
рема равновесия. В результате получаем три отдельных уравнения, и 
каждое из них содержит только одну неизвестную, 

Способ отрезывания углов. Этот способ также часто при- 
меняется при расчете ферм. Здесь уничтожают сразу все те связи, которые 
представляются брусками, сходящи- 
мися в одном узле. Этот узел дела- 
ется свободным, и можно рассматри- 
вать его равновесие. Например, для 
увла Ш (фиг. 46) нужно разрезать 
четыре бруска 7, 2, 3, 4 и заме- 
нить их силами, которые причислить 
к внешним силам. Если начнем с 
узла А и будем последовательно от- 
резать узлы в порядке букв А, В, 
С, 0, Е‚.., то в каждом узле будем иметь только две неизвестные силы 
связи. 

Пусть К (фиг, 47) — один из узлов; 2, 9, г-- известные силы, х, у— 
неизвестные. Для нахождения их рассмотрим следующие перемещения 
возможные для узла К, который сделался свободным вследствие уничто- 
жения связей, . 

&) Чтобы найти неизвестную силу х, вообразим для узла К’ переме- 
щение по направлению Х, перпендикуляр- 
ному к другой неизвестной силе у. Другими у 
словами, напишем, что сумма проекций всех 
сил на ось Х равна нулю. В это уравнение 
не войдет сила у; ока исключится во время 
составления уравнения, которое будет со- 
держать только одну неизвестную х. 

5} Чтобы найти неизвестную у, вообра- 
зим себе, что точка К получила перемеще- 
ние по направлению У, перпендикулярному к 
другой неизвестной х. Эта последняя исклю- 
чается во время составления уравнения рав- 
новесия, и опять получим ур:внение, содер- 
жащез только одну неизвестную. 

37. Другие примеры. 1. Имеем шарнирную систему (фиг. 48) АВСЬ: 
шарниры А и 'Р соединены с неподвижным устоем. К звеным ВС, РС 
приложены силы, уравновешивающиеся на этом механизме. Мы желаем 
определить силу связи Х, действующую по бруску АВ. 

Уничтожим эту связь, разрезав брусок АВ, и заменим ее силой Х. 
С уничтожением связи в системе оказчваются новые возможные переме- 
зцения, которые прежде не дозволялись, Например, теперь возможно 
вращение бруска ВС около точки С, при неподвижности бруска СР. 
Вот к этому перемещению и применим начало возможных перемешений. 


Фиг. 47. 
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Это пр.ведет к составлению уравнения равновесия рычага ВС, имею- 
щего опору в С п подверженного действию внешних сил, включая Х в их 
число, Отсюда найдем Х. 

Вот другой прием для нахождения силы Х. С уничтожением связи АВ 
мы получаем для нашей системы еще следующее 
возможное перемещение: бруски ВС и СР могут, 
не изменяя своего взаимного расположения, пово- 
рачиваться около оси 0. Применим начало воз- 
можных перемещений к этому движению; другими 

Фиг. 48. словами, напишем уравнение равновесия рычага 

ВСО, для которого О’ есть ось враце ик ко- 

торому приложены внешние силы со включением Х в их число. Из этого 
уравнения найдем Х. 

2. Силы связи в вороте с зубчатой передачей (фиг. 49).. 
Сила Р, действующая на рукоятку Ё, уравновешигает груз О, подвешен- 
ный к барабану ворота; между осью рукоятки и осью ворота имеется зуб- 

чатая передача. Ранее (стр. 22) 

мы видели, что для этой систе- 

мы получается условие равно- 
весил, содержащее только силы 

Ри О, а все давления опор 
- на оси вращения и все давле- 

ния между зубьями сцепленных 

колес исключаются. Теперь 
желаем найти давление Х, ко- 
торое передается от зубьев 
большого колеса на зубья ко- 

я | леса 6. 
Для этого уничтожим связь 
Фиг. 49. межау этими колесами, т. е. 
мысленно представим себе, что 
зубья колеса ф сломаны, Вследствие этого делается возможным некото“ 
рое перемещение, которое прежде не дозволялось. А именно, теперь 
возможно вращение осей 7 н 2 при неподвижности оси 9. Применяя на- 
чало возможных перемещений к этому движению, получим искомую силу А. 


В С 


ЧЕТВЕРТАЯ БЕСЕДА 
НАЧАЛО ДАЛАМБЕРА 


38. Доказатольство начала Даламбера. Во главу динамики 
нужно поставить так называемое начало Даламбера — общую теорему, 
которая указывает, как должны быть составлены уравнения движения 
для всякой механической системы. Эта теорема была найдена Даламбером, 
который заметил, что законы движения и уравнения движения похожи 
на законы равновесия и уравнения равновесия. Теорема и высказывает, 
в чем именно состоит ъто сходство. 

Мы проще всего придем к ней, если начнем: с рассмотрения равно- 
в-сия и движения одной свободной (несвязанной) материальной точки. 
Все касающееся одной точки получится с наибольшим удобством, если 
мы введем три координатные оси Х, У, 2 и будем разлагать по этим 
осям как силы, так и движение. 

Сначала предположим, что точка находится в равновссии; необходи- 
мые и досгаточные условия для равновесия заклю“аются в том, что суммы 
проекций сил, приложенных к ней, должны быть ранны нулю для каждой 
из координатных осей, Обозначая суммирование знаком Х, получим эти 
условия в форме: 


$Х=0, 
уу 
У2==0. 


{8} 


Перейдем теперь к движению, которое разложим на три движения 
по трем осям координат. Назовем ма:су точки через т, а переменные 
координаты ее — через х‚у, 2. Эти величины будут представлять переме- 
щения для трех составляющих движений, направленных по ‘осям. Вторые 
производные этих реремещений, взятые по времени, т. в. 


Фе Фу 4» 
ие? Че’ ам’ 


будут ускорениями трех составляющих движений, направленных по коор- 
динатным осям. Будем применять ныютоново обозначение, которое очень 
улобно и состоит в следующем: производная по времени от какой- 
зибуль величины @ будет изображаться точкой, поставленной над а; втирая 
же производная изобразится двумя точками над той же буквой а. Тогда 
наши ускорения по координатным осям обозначатся через 


у, т, ` 3} 
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Но мы знаем, что’ ускорение прямолинейного движения равно силе, 
действующей по направлению движения, разделенной на массу точки 
Следовательзо, ускорения для наших трех прямолии$Иных движени“ 
будут: 


1 


Рух, ГУ, ТУ. 
т 


т т» 


Приравнивая эти последние величины выражениям (9), изображаю- 
щим те же ускорения, получим: 

ух = 

т . 

1. 

т” 


иди 


(19) 


Это будут уравнения движения материальной точки. Они похожи н 
у авнення равновесия (8) и различаются от них лишь прибаво! ыми 
членами: ^ 


— шх, —ту — та. 


Условие однородности формул указываст, что эти прибавочные члены 
должны быть одинаковой размерности с силами; в том же можно убедиться 
и рассматривая размерности множителей зи и х. Итак, на эти челены можно 
смотреть как на некоторые силы, конечно, фиктивные, несуществующие; 
однако ведении. таких воображаемых сил даст нам большие удобства 
Эти силы называются силами. инерцин. Можно рассматривать или 
отдельно сныя инерции для каждой из координатных осей, или полную 
силу инерции, т. е. результат геометрического сложения трех частных сил 
инерции, идущих по осям координат. И в том, и в другом случае. 
сила инерции численно равна произведению массы на 
ускорение, а знак минус указывает, что сила инерции направ 
лена всегда противоположно ускорению движения. 

Введя такое понятие о силах ннерции, мы еще более подчеркиваем 
сходство между уравнениями равновесия (8) и уравнениями движения (10). 
От (8) переходим к (10), прибавляя к внешним сильм еще силь 
инерции. Итак, уравнения движения материальной точки 
получаются из уравнений ‘равновесия помощью при- 
бавки сил инерции к внешним силам. ® . 

Рассмотрим теперь не одну материальную точку, а произвольную меха- 
ническую систему, Разделим ее на отдельные материальные точки и для 
кажлой точки введем кроме внешних сил еще и все силы связи. Тогда 
каждая материальная точка может „считаться свободной, и к ней. можно 
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применить вышеуказанные уравнения равновесии (8) и уравнения дви- 
жения (10). Уравнения равновесия будут иметь форму: 


Ях-- Ул, -=0, - {1 


гле Х обозначает внешние силы, а Х, — силы связи и внутреннае взаимо- 
действия. Для каждой точки будем иметь три таких уравнения, соответ- 
ственно трем координатным осям, и вся совокупность таких уравнений 
для всех точек определяет условия равновесия системы, 

Уравнения движения точки будут отличаться от {11) только прибавкой 
сил инерции и получат форму: 


УХ-- УХ, — тх=0. {12 


Их тоже будет по три уравнения нз каждую материальную точку. 

Условия равновесия системы предсгавляют следствия всей совокупности 
уравнений (11} и могут быть получены из этой совокупности искйлюче- 
нием сил связи. Каковы бы ни были приемы, которые нужно применить 
для такого исключения, во всяком случае эти приемы могут быть приме- 
нены для той же цели и к совокупности уравнений (12). Следовательно, 
какое бы уравнение равновесия мы ни получили, всегда можно найти 
соответствующее ему уравнение движения, отличающееся от уравнения 
равновесия только прибавкой сил инерции, В этом и состоит начало 
Даламбера, которое мы выскажем следующими словами: 

Все законы равновесия, все теоремы равновесия, все 
уравнения равновесия могут быть применены к нахож- 
дению движения системы. Для этого нужно только в ус- 
ловиях равновесия прибавить силы инерции, и тогда 
мы получим законы, теоремы и уравнения, относящиеся 
к движению системы. 

Таким образом начало Даламбера пригодит задачи динамики, вопросы 
© движении, к более простым задачам статики, вопросам о равновесии. 
Умея решать статические задачи, мы получаем в начале Даламбера 
общее правило решения вопросов о движении. 

До Даламбера не имели такого общего правила и решали вопросы 
© движензи систем частными приемами, придумызаемыми а4 Вос, особо 
для каждого отдельного вопроса. Притом и число разрешенных вопросов 
о движении систем было очень невелико; например, Гюйгенс решил во- 
прос о качаниях сложного маятника. Только с Даламбера начинается дина- 
мика ‘системы. 

Заметим, что, пользуясь началом Даламбера, мы получаем законы 
движения в очень разнообразных формах соответственно разнообразию 
законов равновесия. Законы, даваемые статикой, могут иметь или форму 
словесных правил, или теорем, или получаются в виде геометрических 
построений, или, наконец, в форме аналитических уравненнй. Вводя силы 
инерции в эти теоремы, построения уравнения и т. д., мы применяем 
их к случаю движения. 

Во многих случаях условия равновесия получаются всего. удобнее 
применением начал! возхожных Перемещений; поэтому это начало имеет 
22060? значение и для динамики и постоянно применяется для нахо»- 
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дения уравнений движения. Мы можем сказать, что общее правило нахож- 
дения уравнений движения заключается в комбинировании начала Далам- 
бера с началом : возможных перемещений. Применяя последнее начало, 
мы исключаем все силы связи; следовательно, они не войдут в уравнения 
движения, которые будут содержать только внешние силы и силы инерции, 
т. е. ускорения движения. 

39. Кругое доказательство начала Талалфера- Цля выясневия 
основных законов и теорем очень полезно подходить к ним с разных 
точек зрения и доказывать их помощью разнородных соображений, По- 
этому мы предложим еще другое доказательство основного начала дина- 
мики, а именно изложим те соображения, которые приводит сам Даламбер 
для оправдания начала, получившего его имя. 

При этом доказательстве не будем уничтожать связи и разделять 
одну с другой материальные точки, составляющие систему. Сохраним 
все связи и будем рассматривать всю связан- 
ную систему в совокупности, определив внеш- 
ниё силы, которые действуют на разные точ- 
ки системы. Конечно, эти силы сообщат точ- 
кам связанной системы совсем другие дви- 
жения, чем те, которые получились бы от 

Фиг. 50. тех же внешних сил прн действии их на 

совокупность несвязанных, свободных матс- 

риальных точек. Пусть А (фиг. 50) — одна из этих точек, имеющая массу. 

т, и пусть АБ представляет равнодействующую Р внешних сил, прило- 

женных к этой точке. Если бы точка А была свободна, то она полу- 
чила бы ускорение по изправлению силы Р, равное 


ь р 
т 

Но вследствие связей точиа А получает некоторое другое ускорение а 
направленное не по АБ, а иначе, например по АВ. Произведение массы 
точки А на ускорение а представляет величину той внешней силы, 
которая должна была бы действовать на точку А, по направлению АВ, 
чтобы сообщить точке А действительное ускорение а, если бы точка 
А, была вполие свободна и ничем не связана. Построим парал- 
лелограм АВЕД и заменим силу АВ, т. е.Р, двумя слагающими АВи АД; 
первая из них имеет величину гла, вторую же назовем через ©. Итак, 
сила Р может быть заменена совокупностью этих двух слагающих. Если 
бы точка А была свободна, то ускорение ее получилось бы как геоме- 
трическая сумма двух ускорений, вызываемых силами та и © отдельно; 
таков основной закон динамики, установленный Ньютоном и называемый 
законом независимости совокупного действия сил, или иначе законом 
нараллелограма сил. Веледствие связи точка А получает только ускоре- 
ние а по направлению АВ; выходит, что как будто бы только одна 
слагающая 22а производит свое действие; другая же сила (© как будто 
бездействует, теряется, не сообщая никакого ускорения точке 4. 
Таков результат связей системы и влияние их на движение точки А: 
мекоторая сила © как будто теряется, отчего она и называется поте“ 
рянной силой. 


ПРИМЕРЫ 


Сказанное 0 точке А относится и ко всем другим точкам системы 
для каждой из них получится потерянная сила, соответствующая нашей 
силе (©. Итак, для связанной системы имеем целую совокупность поте- 
рянных сил, которые не производят ускорений, исчезают без видимого 
нействия. Такое исчезновение их есть результат связей, и очевидно, 
потерянные силы уравновешиваются связями системы, 

Потерянная сила @ может быть найдена помощью параллелограма 
АВЕО, который мы построили. Но удобнее находить ее иначе. Для этого 
на нашей фигуре, имея уже точки АДЁ, построим новый параллелограм 
АБОС. Сторона его АС будет равна АВ, но направлена в противопо- 
ложную сторону. Ее можно рассматривать как силу; которая равна про- 
‚изведению из массы точки др, умноженной на действительное ее ускоре- 
ние а. Направление этой силы прямо противоположно направлению дей- 
ствительного ускорения а. Из этого описания видно, что сила АС 
представляет то, что мы называли силой инерции материальной точки 77. 
Из параллелограма АСОЕ видно, что потерянная сила @ есть 
равнодействующая внешнейсилы АВ, т.е.Р, и силы инер- 
ции АС. Такое определение дает наиболее удобное правило для нахож- 
дения потерянных сил, 

Итак, из рассмотрения связанной системы мы получили, что при 
движении системы потерянные силы (т. е. равнодействующие 
из внешних сил и сил инерции) уравновешиваются связями 
системы, т. е. мы опять пришли к началу Даламбера; при этом выводе 
становитёя вполне ясным исключение сил связи. 

49. Примеры. Рассмотрим несколько простых примеров, чтобы вы- 
яснить, как на основании начала Даламбера получаются уравнения дви- 
жения. 

1. Несколько грузов А, В, С (фиг. 51) соединены гибкой, нерастя- 
жимой нитью и приводятся в движение по поверхности горизонтального 


дв с 


Фиг. 51. 7 Фиг. 52. фиг. 53. 


стола. Для этого нить перекинута через блок Б,и к концу ее подвешен 
груз 2, который и служит движущей силой. 

Сначала рассмотрим условия равновесия этой системы, Возьмем ту 
же гибкую нить (фиг. 52} и приложим к ней в точках А, В, С горизон- 
тальные силы Р.,, Р„, Ру» а в точке Р — вертикальную силу Р, Условие, 
нсобходимое и достаточное для равновесия, заключается в следующем: 


РВ ЬЬ=Р 


В нашей движущейся системе назовем массы грузов А, В, С через 
т, т, ту а массу Г —через 2. Здесь имеется единственная внешняя 
сила — вес груза /), равная ид где д — ускорение силы тяжести. Чтобы 
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получить силы инерции, предположим, что масса О) получает ускорение а, 
направленное вниз. Тогда, вслелствие нерастяжимости нити, массы А, 
В, С получат такие же ускорения, направленные в правую сторону. Силы 
инерции этих четырех масс направлены в сторону, противоположную уско- 
рению, следовательно, получается совокупность сил, изображенных на 
фиг. 53. Условием равновесия всех этих сил‚т.е силы движущей и сил 
инерции, будет: 


те — та — та -- т, =0, 


откуда получаем величину ускорения: 


р т 
ти, + д - вв” ы 


Эта величина постоянная, следовательно, движение будет равноускоренное. 

2. Имеем два блока Ди В (фиг. 54), оснащенные следующим образом: 
через блок А перекинута гибкая нить, на концах которой подвешены 
грузы; другая нить, перекинутая через блок В, несет на’ одном своем 
конце (левом) груз, а к правому концу ее подвешена ось блока А; ось 
блока В неподвижна. 

Этот механизм есть система с двумя степенями свободы. Условия 
равноъесия на нем заключаются в следующем (фиг. 55) а) силы Р; и Р, 


Ра, зреет гетерь- 
В в 8 
| А 4. 
| ее 
ие ни, 
м-в 
И ни) 
Фиг. 54. Фиг. 56. 


действующие на концы нити, перекинутой через блок А, должны быть 
равны между собою: 


$ (13 


Б) сумма трех сил Р,, Р‚, Р» приложениых к правому концу той 
нити, которая перекинута через блок А, должна равъяться силе Р., 
действующей на левый конец той же нити; 


Р.Р. Р,=Р.. (14) 


Переходя теперь к движению, назовем массы грузов и массу блока А 
буквами ту, т„, ту, тз, как обозначено на фиг. 54. Для простоты прене- 


5 


ПРАМЬЛЫЕ 6; 


брежем вращением блоков А и В, т.е, силами инерции, возбуждающимися 
от такого вращения. Пусть ускорение блока А направлено книзу и 
равно #,; тогда ускорение груза №; будет направлено кверху, и вслед- 
ствие нерастяжимости нити величина этого ускорения будет равна тоже А. 
Ускорение груза #и, относительно блока А пусть направлено книзу и 
равно А тогда для груза !", получаем то же относительное ускорение, 
направленное кверху. 

Полное ускорение груза м, будет направлено вниз и равно Л, -- А, 
а для. груза т, полное ускорение, направленное кверху, будет А, — А... 

Умножая эти ускорения на массы, получим величины сил инерции, 
которые, по определенню, всегда идут протнвоположно ускорениям. 
Следовательно, получим картину сил инерции, показанную на фиг. 56. 

Внешние снлы в нашей системе представляются весами грузов и блока 4; 
эти силы получим, умножая массы на ускорение 2 силы тяжести. Все 
четыре внешние силы направлены вниз. 

Применяя теперь условия равновесия (13) и (14} к совокупности 
внешних сил н сил инерции, получим два уравнения: 


ив — пи (в А)= тет, (и Ь,), } 
ниве — тив, №) тв ль №) | тв — т, = ф (16) 
жет, 


Эти два уравнения далут ‘ускорения А, #,. Как то, так и другое 
сказываются постоянными, следовательно, движение равноускоренное, 
3. Вращение твердого тела около неподвижной оси 
Мы знаем, что для равновесия такого тела необходимо 
и достаточно выполнение одпого условия: 
сумма моментов внёшинх сил относительно оси 
вращення должна б'ать равна .нулю. 
Пусть 41 означает такую сумчу моментов. Для на- 
хождения уравнения движения нужно к {М прибавить 
еще сумму момезтов сил инерции и результат сло- 
жения приравнять нулю. Посмотрим, каковы будут 
здесь силы инерции. Фиг. 57. 
Вращение считаем положительным ' когда оно на- 
правлено по часовой стрелке (фиг. 57; О — ось вращения). Угол поворота 
тела от начального его положения назовем через 9. Тогда угловая ско- 
рость будет представляться первой производной угла Ф по времени, т. е, 
р . 
Ч, наи $. 


Вторал же производная того же угла 


1 В настоящее время в механике переходят с левой системы координат на 
правую систему, как на более удобную. В правой системе прамецие считается 
положительным, когда оно напривлено против часовуН стрелки; то же самое отно- 
сится и к угловой скорости и усьорению. 8, 


5 Беседы о мехауике, 
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дает угловое ускорение. Оно будет положительным, если направлено по 
часовой стрелке“. 

Какая-нибудь материальная частина 21, входящая в состав нашего 
телз и находлщаяся на расстоянии ” от оси вращения, будет иметь ско- 
рость, равную г®, н ускорение, равное #9 

Силы инерции при этом лвижении будут двоякого рода: а) центро- 
бежные, идущие по радиусу от центра, Ъ) касательные, идущие по 
перпемдикуляру к радиусу в сторону, противоположную касательному 
ускорению, т. е- противоположную направлению вращения, если угловое 
ускорение положительное. Для частицы #2 величины этих сил будут: 


Направления их показаны на чертеже; при этом мы считаем, что © 
положительное; при отрицательном ускорении $ изменится направление ка 
сательной силы инерции. 

Все центробежные силы пересекают ось вращения, и следовательно, 


моменты их равны нулю. Касательная сила частицы /# дает момент тг, 
который нужно взать со знаком минус, согласно постоянному условию 
относительно знака моментов; этот момент при положительном ускорении 
стремится вращать тело против часовой стрелки, поэтому получает отри- 
цательный знак, 

Нужно взять моменты касательных сил инерции для всех частиц, 
составляющих наше тело, и сложить эти моменты. Обозначая сложение 


знаком У, получим сумму таких моментов: . 


— Хи 


Но в этой сумме все члены имеют общий множитель @, который 

можно вынести из-под знака суммы; тогда получим: 
—Фхти. 

У нас по. училось выражени”, имеющее следующее значение: нужно 
взять массу каждой частицы, умзюжить ее на квадрат расстояния до оси 
вращения и просуммировать такие выражения, распространяя суммирование 
на все тело. Такое выражение, постоянно появляющееся во всех вопро- 
сах о вращении твердого тела, называется моментом инерции 
тела относительно оси вращения. Назовем его для краткости одной бук- 
вой Г. Итак, сумма моментов сил инерции равна: 

— 51. 

Прибавляя сода момент внешних сил /М, мы должны, на основании начала 

Даламбера, приравнять результат нулю. Получим уравнение движения: 


М— 9! =0, (16) 
которое опрелеляет величину углового ускорения. Если, например, момент 
внешних сил постоянный, то угловое ускорение тоже окажется постоян 
ным, т. е. движение будет равноускоренное. Вообще же угловое уско 
рение будет равно: 


8%, (1) 


1 См. сноску на предыдущей стравице, 
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т. е. частному от разделения момента внешних сил на моменг инерции 
вращающегося тела. 

Следует обратить внимание на аналогию этого уравнения с тем, 
которое лает ускореш:е прямолинейного движения материальной точки. 
Если сила, действующая по направлению движения, равна Р, а масса 
даижущейся точки — И, то ускорением прямолинейного движения будет: 


р 
а =, 

т 
Сравнивая с (17), видим, что при переходе от ускорения прямолинейного 
движения материальной точки к угловому ускорению твердого тела, 
вращающегося около постоянной оси, нужно сделать следующие замены: 
1) вместо силы Р поставить сумму моментов /{ внешних сил относи- 
тельно оси вращения; 2) вместо массы точки т поставить момент инерция 
тела относительно оси вращения. Этот момент играет го вращательном 
движении ту же роль, что масса в прямолинейном движении точки или 
в поступательном движении твердого тела. 

4. Сложный маятник (фиг. 58). Сложным маятником называется 
твердое тело произвольной формы, качающееся около горизонтальной оси 
под действием собственного 
веса. Следовательно, мы 
имеем здесь вращение твер- 
дого тела около неподвиж- 
НОЙ оси и поэтому долж- 
ны применить только что 
полученное уравнение (17). 
Внешняя движущая сила 


в 
здесь есть вес тела, кото- 
рый нужно считать прило- 
женным в центре тяжести РА 


его С. Назовем массу всего 
тела через м и расстояние Фиг. 58. Фиг. 59. 

0 центра тяжести от оси 

вращения через @. Момент силы веса относительно оси вращения ра- 


вен весу т, умноженному на длину ОК, т. е. 


лава соз®. 


Подставляя такой момент в (16), получим уравнение движения маятника: 


ба со50 — $ =0, 
или 


$ = оз. 18) 


Чтобы уяснить себе смысл этого уравнения, перейдем от сложного 
маятника к простому, т.е. вместо большого числа связанных материаль- 
ных частиц возьмем одну материальную точку , находящуюся на ра‹- 
стоянии { от оси вращения (фиг, 59). Для применения предыдущего урав- 
нения к простому маятнику нужно сделать замены: м заменить через р, 

> 
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а заменить через фи вместо момента инерции 1 вставить произведе- 
низ из м нё квадрат расстояния { этой точки до оси вращения. Получим 
для простого маятника уравнение: 


= <054 


или 
(9, 


= с0з ф 


Если удовлетворяется условие / '.. то уравнения (18) и (19) делаются 


т 
вполне тождественными, т. ев. оци изображаот созершенно одинаковые 
колебания. Итак, длина { простого маятника, качающегося в унисои со 
сложным, представляется выражением: 
у 


а? 


в котором / есть момент инерции сложного маятника относительно оси кача- 
ния, т--— его масса и @ — расстояние центра тяжести от оси качания. 
41. Охсухствие сил связи в уравнениях движенил. В расемот- 


ренных примерах, представляющих свазанные системы, действуют силы 
связи. Сюда относятся натя- 


жения гибких нитей и дав- 
ления на оси блоков в пер- 
вом и втором примерах, а 
в третьем и четвертом при- 
мерах все молекулярные вза- 
имодействия между части 
цами твердого тела и дав- 
лением на ось вращения или 
на ось качания ‘маятника. Ни 
одна из этих многочисленных 
неизвестных не входит в на- 
ши уравпения движения; все 
силы связи исключаются уже 
самым способом составления уравнений движения, т. е. применением начала 
возможных перемещений. Это самый простой путь, он дает наиболее 
простые уравнения движения, Действуя иначе, мы получим уравнения, 
содержащие силы связи; конечно, эти силы могут быть потом исключены 
из уравиений алгебраическими приемами, но это требует сложных и 
продолжительных выкладок. Поэтому всегда следует предпочитать та- 
кой прием, при котором силы связи исключаются во время самого со- 
ставления уравнений движения. 

Для лучшего уяснения этого рассмотрим двойной маятлик (фиг. 60); 
первый маятник вращается около неподвижной оси О, а второй маятник 
соединен с первым осыю 4. Здесь давления на оси Ои А представляют 
силы связи. Правильный способ решения этой задачи заключается в 
следующем: рассмотрим условия равиовесия этой системы (фиг. 61); их, 
очевидно, даа: а) сумма моментов внешних сил Р, ©,..., приложен: 
вых ко второму маятнику, относительно оси А должна быть равна 
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нулю; В) сумма моментов всех внещних сил {как тех (Р, ©), которые 
приложены ко второму маятнику, так и тех (А, 5), которые приложены 
непосредственно к первому маятнику] для оси О должна быть равна нулю. 
Эти два условия дают два уравнения для нашей системы, которая имеет 
две степени свободы, Если в этих уравнениях к внешним силам приба- 
вить силы инерции; то получим уравнения движения. 

Вместо этого простейшего способа решения иногда применяют 
следующий: вводят силы связи, т, е. давления на оси С, А. Так как 
не известны ни величина давления, ни ‘его направление, то имеем для 
каждой оси две неизвестные. Приходится ввести для каждого давления 
две его проекции на координатные оси Х, У, лежащие в плоскости чер- 
тежа. Таким образом появляются четыре неизвестные силы связи, Введи 
их, рассматриваем маятники ОА и АВ как два отдельных свободных 
тела, движение которых параллельно плоскости чертежа. Уравнение 
движения каждого из этих тел пишем отдельно. И здесь эти урав- 
нения будут не что иное, как условия вравновесия со введением сил 
инерции. Но тело ОА освобождено от связи О; сохранено только усло- 
вие, что движение происходит параллельно плоскости чертежа. Поэтому 
для ОА имеем три условия равновесия: суммы проекций сил на оси Х, У 
должны быть равны нулю, и сумма моментов сил для оси, перпендику- 
лярной к плоскости чертежа, должна быть равна нулю. Следовательно, 
получим для ОА три уравнения движения. Также и для тела АВ полу- 
зим три уравнения движения. Всего получим шесть уравнепий движения; 
в них входят четыре неизвестные силы связи, а именно две проекции 
давления оси О и дае проекции давления оси А. Исключая эти четыре 
неизвестные из щести уравнений, мы получим два уравнения движения, неё 
содержащие связей, притом те же самые два уравнения, которые могли 
бы получить сразу и непосредственно, не вводя сил связи. Очевидно, 
такое введение сильно усложинло вывоз *, притом без всякой нужды. 

49. Простые приложения начала Даламбера. Начало Даламбера 
дазт нам уравнения движения, в которые входят силы инерции, т, е. 
уравнения, содержащие в себе ускорения движения. А так как 
ускорения представляются вторыми производными от пути по времени, 
то, следовательно, эти уравнения будут диференциальные вто- 
рого порядка. Для разрешения вопроса необходимо проинтегри- 
ровать такие уравнения, что иногда может представить значительные и 
даже непреодолимые трудности. В этом отнощении начало Даламбера 
не дает никакой помощи и останавливается на получении дифереици- 
ального уравнения. Интеграла оно не дает и не дает никаких указаний 
на способ интегрирования, не облегчает получения интеграла. 

Вообще, все общие теоремы динамики можно разделить да два раз 
ряда. Теоремы второго разряда дают один или несколько интегралов 
уравнений движения; примером их может служить закон живых сил, или, 
иначе, интеграл живых сил. Теоремы первого разряда не дают интеё- 
гралов, но приводят сложный вопрос к более простому вопросу. Таково 
начало Даламбера, которое вопрос о движении заменяет простым во- 
просом о равновесии. 


1 Так поступает, например, Н. Гохеле в своей «Теепивепе МеспаК». 
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Этой заменой начало Даламбера бросает яркий свет на явлеция дви- 
жения и сразу непосрелственно объясияет многое в этом явлении. 

Простейшие заключения, даваемые началом Даламбера, для нас теперь 
представицются почти аксномами. Но не всегда было так, и иитересио 
прослелить, как постепенно вырабатывалось понятие © различии между 
захонамя равновесия и законами движения. Для этого нужно обратиться 
к самоху зарожаению динамики, т. е. к «Разговорам» Галилея. Укажем, 
например, пя следующее место: Симпличио отстаивает мнение Ари- 
стотеля, что тяжелые тела должны падать быстрее легких; соображе- 
ния его приводятся к следующему: если мы на один камень наложим 
другой, то этим производим на первый добавочное давление, и следова- 
тельно, скорость первого камня должна увеличиться. Сальвиати, который 
в «Разговорах» представляет мнения самого Галилея, вполне правильно 
указывает, что такое добавочное давление получается только при покое, 
а во время падения второй камень вовсе не давит иа первьи! '. 

Попробуем, вооружившисе началом Даламбера, посмотреть иа не- 
сколько обыденных явлений. 

1. Падающий маятник. Отклонив маятник от вертикального по- 
лощения 62), пустим его падать вместе с доской, поддерживающей 
ось маятника. Произойдет свободное падение 
всего прибора с ускорением тяжести 5. При- 
меняя начало Даламбера, мы должны кроме веса 
маятника 1, направленного вниз, приложить 
К нему еще силу инерции, которая в этом 
случае оказывается тоже” равной 5 и напра- 
влена вверх. Эти две силы взаимно уничтожа- 
отся, и следовательно, груз, повешенный на 
цити маятцика, теряет свое стремление качаться 
взад и вперед около оси О. Если начальная 
скорость груза была равна нулю, то ои во все 
время падения останется отклоненным на тот 
же угол @, на который был первоначально от- 

Фиг. 62. клонен. Если же при начале падения маятник 

получил некоторый толчок, то угол @ будет 

изменяться, но, во всяком случае, падающий маятник теряет свое стрем- 
ление стать вертикально и теряет свойство изохронных колебаний. 

2. Парашюты подъемников. Машины, поднимающие людей в 
шахтах, всегда снабжаются парашютом, т. е, приспособлением, которое 
действует в случае разрыва подъемного каната и, упираясь в деревянные 
стойки шахты, останавливает клетку, несущую людей, и не позволяет ей 
упасть с большой высоты. Попробуем устроить парашют так, как пока- 
зано на фиг. 63. А — клеть, внутри которой стоят подпимаемые люди; 
В— деревянные направляющие стойки по стенам шахты; С — подъем- 
мый канат. Он прикрепляется к верху клети не прямо, а через по- 
средство рычагов О), точки опоры которых укреплены на крыше клети. 
При подъеме канат вытянут, поэтому рычаги становятся в наклонное 
положение, показаиное на чертеже, не задевают стойки В и не мешают 


+ Си, „Разговоры» Гаянлея в «054145 Казыкегь № ИИ, стр. 58. 
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подъему. Нужно, чтобы при разрыве подъемного ‘каната рычаги пришли 
в горизонтальное положение, с силой ударились в стойки и вцепились 
в них своими зубцами. Тогда клеть повиснет на стойках, и не случится 
несчастья с людьми. Попробуем для по- 
лучения такого поворота рычагов по- 
ставить на концах их тяжелые проти- 
вовесы Б. Разбор движения падающего 
маятника, только что сделанный нами, 
применим и к настоящему случаю и 
ясно показывает, что такие противо“ 
весы не принесут никакой пользы, При 
разрыве каната начнется свободное па- 
дение клети, и при этом противовесы Е 
теряют свою способность стремиться 
вниз и с большой силой поворачивать 
рычаги. Таким образом здесь противо- 
весы, даже очень тяжелые, окажутся бес- 
полезными, и вместо них надо поставить сильные пружины или рессоры РЁ, 

3. Волчок (фиг. 64). Часто находят парадоксальным, что вращающийся 
волчок не падает, несмотря на наклонное положение его оси, при котором 
вес волчка стремится опрокинуть его, вращая его около точки А. Здесь 
делают ошибку, перенося соображение, заимствованное из статики, це- 
ликом и без поправки на явления динамики; при этом делают заключе- 
ние, что опрокидывающая пара, вызываемая весом 
тела, как бы не производит ожидаемого действия. 
Но нужно нспомнить, что’ законы равновесия мы мо- 7 
жем применять к явлениям движения не иначе, как | 
прибавляя к внешним силам еще силы инерции. При | 
наклонном положении волчка он вращается не около 
оси своей фигуры, а около другой мгновенной оси, 
хотя близкой к оси фигуры, но все-таки отличаю- ; 
щейся от нее. Центробежные силы этого вращения РРР 
зе уравновешиваются взаимно, как это происходит Фиг. 61. 
при вращении около оси симметрии, а дают некото- 
рую пару, которая и уравновешивает опрокипывающее действие веса 
волчка. . 

43. Примеры из едравлякя. Мы можем к движению жидкостей 
применять законы равновесия, т. е. законы гидростатики, но при том 
непременном условии, что к внешним силам прибавлены силы инерции. 

На этом основании получаем следующие выноды: 

я) Если движение частиц жидкости везде прямолинейное и равномер- 
ное, то ускорения, а следовательно, и силы инерции, равны нулю. По- 
этому потерянные силы, о равновесии которых говорит начало Далам- 
бера, превращаются во внешние силы, и условия равновесия при движении 
ничем не отличаются от условий равнонесия при покое. Следовательно, 
в этом случае распределение давлений в жидкости будет следовать гидро- 
статическим законам. Однако было бы неправильно распространять чисто 
статические законы распределения давления и на все другие случаи 
движения. . 


хх УХ 


< 


< 


Фиг. 63. 


А 
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Б) Пусть частицы жидкости движутся так, что ускорения их как раз 
такие, которые были бы сообщены этим частицам внешними силами, если 
бы частицы были отделены и не связаны между собою, т. е. мы рассматри- 
ваем случаи, когда ускорение каждой частицы равио приложенной к ней 
внешней силе, разделенной на массу частицы, и притом паправление 
ускорения совнадает с направлением силы, В этом случае силы инерции 
будут равны и противололожны внешним силам; следовательно, все `поте- 
рянные силы равны нулю. По началу `Даламбера этот случай движения 
приводится к тому случаю равновесия, когда на частицы жидкости вовсе 
не действуют внешние силы. А тогда давление во всей массе 
жидкости будет одинаковое. 

Падающий сосуд, паполненцый водою, мо’кет служить примером такого 
случая; в пем давление не будет увеличиваться по направлению от по- 
верхностн воды ко дну сосуда; оно будет везде одинаково и такое же 
как па поверхиости, т. е. будет равно атмосферному давлепитю. 

Други примером может служить струя воды, вытекающей из сосуда. 

©} Возьмем случай, когда все частицы жидкости движутся прямолинейно 
и притом перпендикулярно к некоторой плоскости 5. Тогда в этой плос- 
кости давление будет изменяться по типростатическому закону. 

Все эти выводы имеют особое значение в гидравлике, Обыкновенно 
их получают из рассмотрения общих гидродинамических уравнений‘ *. 
Но мы видим, что опи представляют непосредственное слелствие начала 
Даламбера., 

44, Видимое направление сиды тяжести. Притяжение Земли 
направлено к ее центру, и потому грузик отвега вытягивает нить по 
паправлению радиуса Земли и уравнове- 
шивается на этой связи. Так должно было 
бы произойти, ссзи бы Земля была в по- 
кое. Но она движется, и нужно к вьеи- 
ней силе, делствующел на грузик (его 
весу), прибавить силу инерции, т.е, цен- 
тробежную силу. Равнодействующая этих 
двух сил уравиовешивается связью, сле- 
довательно, нить расположится по напра- 
влению такой равнодействующей и не 
будет совпадать с радиусом Земли. На 
фиг. 65 сделано построение этой равнодей- 
ствующей: №5 есть ось Земли; #2 -—— грузик 
ствеса. Вес его /из идет к центру Земли. 

фиг. 65. Цеитробежная сила направлена по продол- 

жению раднуса тр того круга, который 

описывает грузик # при вращении Земли. Величина центробежной 
силы равна ” 


то‘г, 


(и — угловая скорость вращения Земли). Равнодействующая дает напра- 


а 1 Сы., напрныер, Вгеззе, Сощгз Че Месаиие зррНаибе. Рае И. НудацИдис, 
40—42 
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вление 118 нити отвеса. Это будет то, что мы называем вертикальной 
линией. Горизонтальная плоскость, определяемая помощью уровия с воз* 
душным пузырьком, будет перпендикулярна к #8. 

45. Кыкушееся направление тяжеети на волнах. Будем гово- 
рить о правильных волнах, которые поддерживаются на море искоторле 
кремя после окончания бури. Это явление г 
тех местах, где глубина моря значительная, 
довольно хорошо изображается так называемыми 
трохоидальными волнами Герстнера 

Трохоидальную волну можно описать следу- 
ющим образом. 

а) Каждая чистица волы описывает в верти- 
кальной плоскости круг, центр которого нело- 
движен; движение по кругу равномерное. 

Для частиц, расположенных на поверхно- Фиг. 56 
сти, радиус такого круга наибольший; велн- 
чина радиуса быстро уменьшается для частиц, расположенных в глубине 
(фиг. 88). 

5) Форма поверхности волны представляется так называемой трохо- 
идой, т. е. кривой, которая производится следующим построением (фиг. 67). 
Пусть круг радиуса г представляет путь той частицы воды, козорая нахо- 
дится на поверхности волны. Концентричио с ним построим- больший 
круг такого размера, что окружность этого круга равна скорости лзиже- 
ния гребня волны, Проведем через верхнюю точку’ большого круга 
касательную АВ и покатим круг по АЗ без’ сколькзния: тогда любая 
точка малого круга, если считать его неизменно связанным с бблыцим, 


Фиг. 67. 


опишет трохонду. На фиг, 67 изображена трохонда МАО, описаниая точ- 
кою М малого круга. 

Рассмотрим какую-нибудь частицу массы, находящуюся на поверхно- 
сти. На нее действует внешняя сила, ее вес та. Еслн бы было равио- 
весне, то поверхность жидкости расположилась бы перпендикулярно к 


. 3 Теоретическая гидродинамика дает такую форму волн для предельшго слу 
ая, когда глубина моря предполагается бесконечно большой, См. А ррег!, Тай 
$: Мес дне, & Ш, р, 291 | 
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этой силе. Но мы имеем случай движения; следовательно, законы гидро- 
<татики нужно применять не к внешией силе, а к потерянной силе, кото- 
рая получается как равнодействующая из внешней силы и силы инерции. 
Наша частица и: описывает круг раднуса г, имеющий центром О; сила 
инерции здесь будет центробежная сила 
то? г, 
вапраленная по радиусу От от ценфра. Здесь ® есть угловая скорость 
вращения точки м, или, что все равно, угловая скорость большого катяще- 
гося круха, который описывает трохоилу. * 
Пусть длина волны есть /, а скорость ее гребнд У; частица №, де- 
зяющая один оборот.в течение времени 
2; 
Т 


5’ 


по прошествии этого времени приходит в прежиее свое положение; это 
соответствует передеижению волны на всю ее длину Г. Следовательно, 
скорость движения волны У получается из условия: 


найдем ш. Итак, эта угловая скорость известна, если мы знаем У 


и Е. Рад: г определяется высотой волны Я и составляет ровно поло- 
вину ее. Таким образом, зная У, 2, М, мы получаем силу инерции #207 
и ложел построить потерянную силу, обозначенную на чертеже буквами мёд. 
> 
`. 
тг. 68. Фиг. 69. 


К этой потерянной силе относятся те явления и условия равновесия, 
которые дает гизростатика для силы тяжести в случае покоя. При волно- 
образном дрижении 14 представляет кажущуюся силу тяжести. Поэтому 
поверхиость жидкости в точке ›#, т. е. касательная к поверхности волны 
в ЭТОЙ точке, должна расположиться перпендикулярно к 219. Небольшой 
поплавок с крошечной мачтой расположится (фиг. 63) так, что мачта 
его пойдет по линии #19. Если бы нам удалось на этот поплавок поста- 
вии стакан, наполненный водою до краев (фиг. 69), то вода не стала бы 
выливаться, так как на волне наклонная плоскость ав играет такую же роль, 
как горизоитальная плоскость при покое жидкости. 

Итак, при волнообразном движении получается кажущееся направле- 
ние силы тяжести 9 и кажущаяся горизонтальная плоскость, перпен- 
дикулярная к му. Если выберем определенную частицу жидкости № и 
булем следить за явлениями, происходящими с этой частицей, то уви- 
дим следующее (фиг. 67): эта частица двигается по кругу с центром О; 
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в ТО же время трохоидальная видимая поверхность волны равномерн.и 
перемещается по направлению стрелки со скоростыо У. При этом частина 
т будет постепенно оказываться в разных точках № АЙ, © волны; как 
наклон видимой силы тяжести ид у частицы м, так и наклон види- 
мого горизонта у этой частицы будут постепенно изменяться; изменения 
эти периодические, и период определяется временем оборота частицы и. 

46. Искусственная волна. 1Ерибор капитана Руссо. Этот при- 
бор предназначен для исследования качаний судов на волнах, Для этого 
модель испытываемого судна ставится на площадьу, изображающую ис- 
кусственный горизонт волны; вместе с тем воспроизводится и искусствен- 
ная сила тяжести, определяемая по величине и направлению равнодеР- 
ствующей лу (фиг. 67). 

Для получения такого результата в приборе (фиг. 70) имеются два 
вращающихся кривошипа — малый р и большой г, осям которых О и О, 
при помощи зубчатого зацепления с00б- Ы 
шаются тождественные вращения, так что р 
всегда параллелен г. Шатун жВ соединен 
< концом кривошипа г шарниром м, а на 
конце кривошипа р поставлена поворотная 
трубочка, сквозь которую проходит и мо- 
жет скользить в ней другой конец шатуна. 
Площадка, перпендикулярная к шатуну 2:8, 
изображает поверхность волны, т, е. искус- 
ственный горизонт, а линия мВ — види- 
мую силу тяжести. 

В справедливости этого мы убедимся, 
когда заметим, что, вследствие параллель- 
ности кривошипов г и р, продолжение 
шатуна В встречает линию центров Об 
всегда в одной и той же точке Р. Легко 
увидеть соответствие фиг. 70 и 67, на 
которых для ясности поставлены одина- 
ковые буквы; на обеих фигурах круг ра- 
диуса #10 обозначает путь той частицы 
жидкости #1, которая приходится на по- 
верхности волны. ОР есть радиус боль- 
шего катящегося круга, производящего трохоилу; Р означает мтгновен- 
ный центр, в который должна направляться нормаль к трохопде, по об- 
щему свойству всех циклических кривых. 

На этом приборе легко производится опыт с наполненным стаканом 
воды, о котором было сказано выше 1. 

47. Жидкость в воеуде, вращающемся около вертикальной 
оеп. При вращении сосуда, наполненного жидкостью, вокруг вертикальной 
оси жидкость отбрасывается к стенкам, и внутри сосуда образуется 
воронкообразная полость, очерченная поверхностыо вращения АВС 


2 Изобретатель назвал свой прибор «МамрепЧиБии», т. е морской маятник, Ре 
зультаты опытов на этом приборе с моделями судов см, в журнале «Епатиеегиз а“ 
1902, Уоите 78, р. 520, 590, 
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{фиг, 71). Рассматривая какую-нибудь частицу жидкости 1, расположенную 
на этой поверхности, определим потерянную силу мис как равнодейству- 
ющую из силы тяжести 16 и центро- 
бежной силы ма, которая равна гии 
(© — угловая ` скорость вращения со- 
суда). 

. Равновесие жидкости под действием 
потерянной силы требует, чтобы в точ- 
ке м новерхиость жидкости была нор- 
мальна к направлению силы ис, или, 

{ другими словами, направление с долж- 

Фиг, 7. но быть нормалью к кривой АВС в 

точке м. Продолжим эту нормаль ло 

встречи с осью вращения к точке &. Из подобных треугольников лёёо и 
тбс получаем: 


о тр _ м8 


фи бе шт 
откуда 
=, 
Г”: 


т, в. поднормаль оф нашей кривой АшВС, не зависит от Г, следовательно, 
одинакова для всех точек этой кривой. Но извесено, что кривая, нмею- 
шал постоянную поднормаль, есть парабола. Итак, кривая АВС — пара- 
бола, и воронка, образующаяся при вращенни сосуда, 
представляет собой параболоид вращения *, 
> 48. Измерение сил инорции. Всем знакомы 
й } гриборы, которыми измеряют центробежную силу на 
+ центробежной матанне физических кабинетов. Подоб- 
и ным путем можно измерить и другие силы инерцин 
а в различных машинах, Опишем несколько приборов, 
РН устроенных для это" цели. 
10 Вильфред Люнс измерял ускорения (а следователь- 
но, и силы инерции) прн движении железнодорожных 
! поездов помошью спиртового уровня с сильно искри- 
1 вленной поверхностью трубки * {фиг. 72). При по- 
! кое воздушный пузырек располагается у точки А, в 
. которой нормаль Аа к поверхности трубки вертикаль- 
р за. Но при движения сила тяжести должна быть заме- 
нена потерянной силой. Пусть аё представляет уско- 
рение силы тяжести; ас —велизину ускорения при 
движении поезда, отложенную в сторону, противо- 
“— положную направлению ускорения, т. е. в сторону, 
иг, 72. противоположную движению, если скорость увеличн- 
вается, и по направлению движения, если скорость 
уменьшается. Тогда а@ представит направление потерянной силы, Воз- 
душный пузырек установится у той точки В, нормаль в которой Ва 


2 См. прибавление в конце беселы. 
2 «пенесниоь, 1898, Шу 1. 
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параллельна силе 44. Опыт дает точки Аи В, а по делениям на 
уровне найдем соответствующий угол 8 между нормалями Ад и Ва. 
й 


‹ 
Тангенс этого угла будет равен отношению 5, а так как а есть из- 
й 


вестное ускорение тяжести, то мы найдем 46, 
т.е. ускорение движения поезда. В приборе 
Люиса угол $ доходил до 9°. . 

Виллиамс устроил прибор для определения 
ускорения и сил инерции при движении пор- 
шня паровой машины, Схема этого прибора 
(шеша лзтитеп) представлена на фиг, 73. На 
кресховине паровой машины А располо“ 
жена небольшая тележка В, размахи которой 
сдерживаются пружиной С; сжатие и растя- 
жение ее пропорциональны действующим на 
пружину силам, т. е, переменной силе инерции 
тележки. Указатель ДР показывает величину 
сжатия и растяжения пружины и чертит эти 
величины на особом индикаторе 1. 

Из числа приборов, примененных Дедуи 
при изучении движения поездов *, укажем 
на его маятник (фиг. 74). Пусть ускорение 
направлено по стрелке; маятник отклонится от вертикального положения 
на угол 8, тангенс которого определяется отношением ускорения дви 
жения поезда тб к ускорению тяжести та. 


ПРИБАВЛЕНИЕ К ЧЕРВЕРТОЙ БЕСЕДЕ 


49. Урозень воды в ковиах наливного колеса. В сочинениях по приклад- 
ноН мекиннке часто приходится встречать подобный же вывод, каки в $ 45, ню 
примененный к случаю вращения около горизонтальной оси. Разбирают движе- 
ние наливного колеса и стараются определить, как изменяется вследствие враше» 
ния колеса уровень воды, налитой в ковши. При этом считают, что на частиц 
воды т (фиг. 75} действуют ее вес 2и5 (изображенный на чертеже отрезком из 
и центробежная сила ить?г, соеднняемые в одну равнодействующую В. Поверх- 
ность воды в ковше у точки мг должна быть перпендикулярна к этой равнодей- 
ствующей, Продолжим мВ до встречи в С с вертикалью, которая проходит через 
центр колеса О, Из подобия треугольников тВК.и СиО получаем: _ 


со ик 
то ВК’ 


или 


1 См. в книге Сагрепеег, Вхрецтепа! Впвшеенлв, 
2 «Аппасз Чез Роб сё СВауззвеб», 6. Х1. 
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Унак, СО не зависит от радиуса г, следовательно, точка С одна п та же дл 
всех частиц воды, расположенных на разрезе поверхности пп 4 воды, которая 
наполняет ковш, Следовательно, все нормали к этой поверхности встречаются 
в одной точке С, т. е, эта поверхность представляет в разрезе 
круг, пмеющий центр в С, притом этот центр одинаков дая 
вссх ковшей колеса. 

Морен в своей «Гидравянке> 1, приводя этот вывод, указы- 
вает, что он принадлежит Понселе и имеется в одном из ли- 
тографированных курсов, составленных по лекциям, читанным 
этим знаменитым ученым в артиллерийскоН школе в Меце. 
Долгое время этот вывод повторялся без изменения и встре- 
чается даже в новых сочинениях. Между тем он ошибочен. 
это указал Резаль 2, 

Желающие найдут у Резаля подробиы! разбор вопроса 
а мы ограничимся несколькими гояснениями. Легко видеть, 
почему рассуждение, дающее верный результат в случае вра- 
щения около вертикальной ос, неприменимо к случаю вращения около горизон- 
тальной оси. В последнем случае неправильно допускать, что снлы пнерцци воды 
заключаются в одной только центробежной силе. Это было бы верно только тогда, 
когда уровень воды в ковше, приняв круволинейный вьд, сохранял бы такое 
кривояинейное очертание нензменно во все время вращения колеса, как будто 
бы вода была неизменно связана с колесом. 

Но этому противоречит приведенный выше вывод; он дает постоянный центр С 
для кругового очертания поверхности воды в конше. При вращении колеса, когда 
ковш будет удаляться от С, радиус кругового очертания поверхности воды увели- 
чивается, Следовательво, это очертание постепенио изменяется, и нельзя считать, что 
вода как бы неизменно соединена © вращающимся колесом.’Она имеет в ковше 
некоторое движение относительно колеса, А в случае такого относительного 
движения силы нперции пе приводятся к одной только центробежной силе. Нужно 
учесть кориолисово ускорение п соответствующую силу ннерции и присоеди- 
нить ее к центробежной силе Вследствие этого. повторяем, вывод $ 45 нельз" 
применять к наливному колесу п вообще к какому-либо вращению’ около ос 
которая не вертикальна, 


Фиг. 7 


1 мог п, Нудгацйдие, р. 880. 
2 «Ттаие 4е Мёсоане», & И, Р. 169, 1874, 
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50. Общий прием определения епл связи, Начало Даламбера, 
как мы видели, заключается в том, что потерянные силы уравновешиваются 
связями системы. Поэтому силы связи при движении системы найдутся так же, 
как при равновесии, но к числу внешних сил нужно присоединить все силы 
инерции. Можно при этом пользоваться либо общим правилом определения. 
сил связи, получаемым из начала возможных перемещений, либо частными, 
правилами для определенных систем или машин, если эти правила нам 
известны или легко могут быть найдены. Таким образом, вводя силы 
инерции, мы заменяем задачу, поставленную 
в этой беседе, другой более простой задачей 
равновесия. 

Связи в машинах бывают разного рода, 
Иногда это давления опор; при данжении 
такие давления отличаются от случая равно- 
весия тем, что к внешним силам нужно при- 
бавить силы инерции. 

Или иначе: давления опор при движении 
могут быть рассматриваемы как происхо- 
дащие от совокупности двух причин: а) внеш- 
них сил; Ъ) сил инерции. Давление, вызывае- 
мое первой причиной, будем называть ста- Фиг. 75. 
тическим давлением. Вторая же причина— 
силы инерции — вызывает динамическую прибавку к давлению. 

Очень обыкновенный случай связи представляет сцепление частей од- 
ного и того же твердого тела, входящего в состав системы. Это—внут- 
ренние силы или ‘напряжения, получающиеся в твердом теле от действия 
на него сил. Силы эти изучаются в теории упругости и в учении о соа- 
противлении материалов. Общий прием, применяемый при этом, заклю- 
чается в следующем: пусть на какое-нибудь тело действуют внешние 
силы Р, Ц, В, 5, Т, находящиеся в равновесии (фиг. 76). Разрежем тело 
на две части и заменим связь этих частей, происходящую по разрезу а, 
внутренними силами, Часть / находится в равновесии под действием внеш- 
них сил Р, ©, Ю и внутренних, приложенных по разрезу аб. Условия 
равновесия такой системы дают искомые внутренние силы, 

Но, так как все условия и уравнения равновесия прямо применяются 
и кдвижению, с обязательством только прибавить силы инерции, то для 
случая движения получим: внутренние силы, действующие по ар, должны 
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уравновесить не только внешние силы Р, ©, А, но еще и все силы ннер- 
ции, приложенные к части 7 тела. Другими словами: все силы инер- 
ции должны быть причислены к силам, стремящимся 
разрушить тело. Этим отличаются условия прочности в динамике 
от условий прочности для случая покоя. 

Например, в маховом колесе следует считать разрушающей силой 
центробежную силу его обода. Притом оказывается, что это — самая важ- 
ная, наиболее опасная, разрушающая сила. При больших скоростях дви- 
жения маховика трудно устроить его достаточно прочным для выдержи- 
вания центробежной силы, и приходится‘ прибегать к особым конструкциям 
для получения достаточного сопротивления, Например, вместо чугувных 
ручек маховика ставят железные или заменяют ручки сплошными желез“ 
ными дисками; нагоняют на чутунный обод колеса стальной бандаж; 
обтягивают чугунный обод маховика большим числом оборотов проволоки, 
намотанной, как ва катушку. = 

Наконец, теперь часто вовсе отказываются от применения чугуна 
к быстро движущимся колесам значительного диаметра и делают обод из 
железных сегментов !. 

51. Подвижной груз на мосту. Так как при переходе груза мост 
искривляется (фиг. 77), то ноявляется центробежная сила движущегося 
груза, которую пужно прибавить к 
весу груза. Изгизающей силой сде- 
р дует считать сумзу этих двух сил, 
| т. е. 


. т 
тен - 


{т — масса груза, с —- ускорение тя- 


жести, И — скорость движения груза, 
и? в-—-радиус кривизны искривленного 

Ю моста) 2. 
фиг, 77. Поэтому прогиб моста в. случае 


движения грузл будет больше, чем 
в случае’ покоя. Эту разницу легко демонстрировать на модели. Когда 
в 40-х годах прошлого столетия в Англии был поднят вопрос о пред- 
ном влиякии быстро движущихся поездов на прочность мостов, то были 
произведены обширные опыты с моделями. По поручению парламентской 
железнодорожной комиссии такие опыты производил в Портсмуте Генри 
Джемс, У него неоднократно получалось, что прогиб от движущегося 
груза (динамический прогиб) был влвое и втрое больше, чем от 
того же груза в покое (статический прогиб). Но значительное превыше- 
ние динамического прогиба над статическим можно получить только на 


1 Такая конструкция обода очень распространена при устройстве больших 
альтернаторов. См. «Епетеенпя», 1901, 16 авг. И! след, 

Примеры маховнков с железным ободом см, в «Рейзен! чез Уегешез Ченё- 
зсНег прешщецге», 1896, 5. 189, 590. 

* Мы предполагаем, что груз при движении все время прикасается к балке 
и не отделяется от нее. При больших скоростях может случиться, что это условие 
не выполнено. Си. работу Н. П. Петрова в «Записках Технического общества», 
декабрь 1903 г. 
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таких моделях, в которых масса мостовой балки невелика по сравнению 
с массой движущегося груза. Настоящие мосты с большим пролетом 
имеют обыкновенно значительную массу, и динамический прогиб их лишь 
очень немного превышает статиче“ 
ский, обыкновенно не более как 
на 10°. Более значительное превыл 
шение динамического прогиба над 
статическим получается для мостов 
с малым пролетом и, в особенности, к 
для рельсов. 

Вообразим, что груз движется 
по кривой балке, имеющей выпук-. „фик, то. 
лость, которая направлена кверху 
(фиг. 78). Тогда центробежная сила груза идет противоположно его 
весу, и изгиб производится разностью этих двух сил; 


уз 
те—т—. 


„ 


При этом динамический прогиб должен получиться меньше, чем стати-, 
ческий от того же груза. 

Чтобы проверить этот результат, Генри Джемс при своих опытах 
однажды поставил балку, искривленную кверху; опыг дал прогиб заметно 
меньший, чем для балки, которая первоначально была прямая. 

53. Общий вопроё о реальноетн или идлюзорности вил пиер- 
ции. В предыдущей беседе силы инерции появились у нас как матема- 
тическое определение для обозначения некоторых членов в уравнениях 
движения. Но теперь мы видим, что эти силы производят известные 
действия, изгибают пружины или балки, увеличивают или уменьшают 
давления на опоры и даже иногда могуг произвести разрывы маховых 
колес и разрушение разных частей машин. Все это указывает, что такие 
силы не представляют математические фикции, а существуют в дей- 
ствительности и проявляют свое существование такими же явлениями, 
как и другие известные нам силы. Таким образом здесь как будто бы 
получается некогорое противоречие с первоначальным определением сил 
инерции, которое нужно разъяснить, 

Заметим, что это противоречие встречается уже при первом знаком- 
стве с центробежной силой, которое мы получаем при изучении элеме.1- 
тарной физики, где из всех возможных многочисленных сил инерции 
рассматривают только одну центробежную силу. В средней школе вопрос 
о том, сущесгвует ли центробежная сила в действительности, или она 
представляет собою только математическую фикшию, всегда подает повод 
к продолжительным спорам. Рассматривая грузик, который привязан 
ниткой к некоторой точке и описывает круг около этой точки как центра, 
претивники существования центробежной силы рассуждают следующим 
образом: масса 02 движется по кругу под действием натяжения нитки, 
которая тянет груз к центру. Эго — центростремительния сила, которая 
равна произведению из массы и на ускорение кругового движения, т. е. 
равна 


и и 
® 


& Беседы о мехвкике. 
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(У — скорость равномерного движения по кругу, А — радиус круга). 
Под действием этой силы вместо прямолинейного движения по инерции 
получается круговое движение. Допустим, что центробежная сила не есть 
фикция, а существует реально. Это означает, что к телу #1, кроме центро- 
стремительной силы, приложена еще центробежная. Эти две силы равны 
и противоположны, следовательно, взаимно уничтожаются. Следовательно, 
допущение реальности центробежной силы равносильно принятию, что 
на т не действует никакой силы. Но тогда масса /ё должна была бы 
двигаться по инерции прямолинейно, а между тем она идет по кругу. 
Получается противоречие, и оно вызвано допущением реального суше“ 
ствования центробежной силы. 

Ошибка этого рассуждения состоит в том, что обе силы — центро- 
бежную и центростремительную — считают приложенными к одному и 
тому же телу — массе из. Между тем мы имеем злесь систему, состоящую 
из двух тел: массы м и нити; последняя есть связь системы. Между 
этими двумя телами происходит взаимодействие, подчиненное третьему 
закону Ньютона, т. е. закону равенства между действием и противодей- 
ствием. Действие нити на тело есть центростремительная сила. Но и тело лё 
обратно действует на нить; это противодействие и есть центробеж- 
ная сила; она приложена не к массе т, а к нити; поэтому нить растя 
гивается и даже может быть разорвана. 

То же самое рассуждение относится и ко всем другим случаям. Силы 
инерции существуют реально как силы, действующие на связи системы, 
В этих связях они производят все такие же явления, как и прочие изве- 
стные нам силы; силы поерции дерормируют связи, вызывают в них 
внутренние напряжения, могут разру1вать связь 1 и т. д. 

53. Пользование силами инорипп. Прибор Осборн Рейнольдса. 
Убедившись в существовании сил инерции, мы можем пользоваться ими 
для наших целей. Хорошим примером такого утилнзирования сил инер- 
цин послужит прибор, устроенный Осборн Рейнольдсом % для испытания 


й д позлрамимнит, пин _ то палтагинаимииу, 
то сжимающих 3. 

В приборе Рейнольдса (фиг, 79) испытываемый металлический брусочек 
п соединяется нижней частью своей с грузом Р, а вверху прикрепляется 
к ползуну с, который получает попеременное движение вверх и вниз при 
помощи шатуна Ёи кривошипа г. Вал кривошипа особым двигателем вра- 
щается равномерно с большой скоростью и может делать до 2000 об/мин. 
При этом груз Р движется попеременно вверх и вниз; при каждой 


1 Недавно был произпеден интересный опыт. При помощи оптического метода 
было определено и измерено то изменение формы, которое получается в махо- 
Вике при его движений волелствие пентробежной сел См «ощЕеть Роем. 
зсНез Лошгпа№» от 25 февраля 1905 г. 

2 «РиНозорМса? ТтапзасНоп$», Уо1. 119, 1902. 

$ Такое испытание очень важно, потому что в машинах часто встречается 
попеременное действие сил. Давно замечено, что металлы сопротивляются хуже 
всего такому действию, в особенности если перемены следуют одна за другою 
очень быстро. Поэтому уже давио, еще с половины прошлого столетия, занима- 
ются изучением сопротивления металлов при частых переменах нагрузки. Для 
этого было придумано много различных приборов, из которых наиболее распро- 


странены в лабораториях приборы Вёлера. , 
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перемене направления скорость Р обращается в нуль, следовательно, 
движение его не равномерное, а то ускоренное, то замедленное. Ускоре- 
ния эти указывают на появление сил инерции груза Р, которые будут 
действовать как разрушающие силы на испытываемый бру- 
сок а. 

Для двух крайних положений груза Р, когда пуговка 
кривошипа становится в А или В, силы инерции груза Р 
почти равны той центробежной силе, которую имел бы этот 
груз, если бы был посажен на пуговку кривошипа и вер- 
телся < нею, описывая круг диаметра АВ. Величина центробеж- 


ной силы равна: 
а 
т— {20) 


т 


м 


(п — масса груза, Р, И— скорость, с которой движется по 
кругу пуговка кривошипа, г — радиус кривошипа). Направ- 
ления центробежных сил указаны на чертеже стрелками, та- 
ковы же и направления сил инерции груза Р. Когда криво- 
цтип приходит в В, то сила инерции направлена вниз и, при- 
соединяясь к весу груза Р, растягивает брусок а. При поло- = 
жении кривошипа в А сила инерции направлена вверх; вычтя 
из нее вес груза Р, получим силу, сжимающую брусочек @. фиг, 79. 
Итак, он при каждом обороте вала то растягивается, то сжи- 

мается. При тех размерах, которые Рейнольде придал своему прибору, 
силы инерции для крайних положений груза Р были в’несколько раз 
{ло шестидесяти) больше веса Р, и таким образом можно было полу- 
чить значительные разрушающие силы, 


Эа 


1 Это —‹ приблизительная величина сийы инерции; точное значение ве получится, 
г г 
если умножить (20) для толки Ана ( '- 5. а дая точки В на (: + г) Здесь 


!-— длина шатуна; она в иесколько раз больше г, и потому поправочные мяожи- 
тели близки к единице. 


Га 
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54. Вредные действия сил инерции. Когда силы инерции велики, 
о они могут принести значительный вред тем, что заметно увеличи- 
зают силы связи, давления на опорные точки и т. д. Иногда это дей- 
ствие сил инерции может совершенно расстроить движущийся прибор 
или машину; на железных дорогах, кроме того, получается порча рель 
сов и даже расстройство всего пути. Силы инерции увеличивают трение 
в точках опоры вращающихся валов; производят сильное истирание и 
быстрое измативание подтипников; вследствие действия сил инерции 
часто получаются удары и согрясения в частях машин. Все это увели- 
чивает расход работы двигателя, приводящего машину в движение, 
усиливает расход топлива, причиняет излишнюю трату смазочных мате- 
риалов. На эти неблагоприятные действия не обращали внимания в 
прежнее время, когда скорость движения машин, а следовательно, и силы 
инерции, были невелики. Но с введением в употребление быстроходных 
машин инженеры встретились с силами инерции, имеющими громадные 
величины, и значение этих сил выступило на’ первый план. 

Так, например, в быстроходных паровозах сила инерции шагуна 
при 400 об/мин в 55 раз болыше его веса?; эту силу необходимо 
принать во внимание при расчете прочных размеров шатуна. Сама, 
форма шатуна должна быть выбрана такая, чтобы обеспечить лучшее 
сопротивление изгибу, производимому означенной силой: щатуну паро- 
воза необходимо придавать не круглое сечение, как это часто делают 
в медленно Ходощих заводских паровых машинах, а двутавровое илн 
какое-нибудь другое. 

Перри приводит пример паровоза, у которого при скорости 136 кило- 
метров в час получалась неуравновешенная центробежная сила на оси 
с колесами, доходившал до би. При каждом обороте колеса, когда 
центр тяжести его приходится внизу, эта сила передается на рельс; при 
дальнейшем же вращении колеса рельс освобождается от этой силы. Так 
как колесо делало около 840 об/мин, то подобное приложение силы к рельсу 
и отнимание ее происходило 340 раз в минуту. Такое явление пред- 
ставляет не что иное, как ряд сильных ударов на рельс, производимых 
быстро один за другим. Это все равно, как будто бы по рельсу коло 
тили тяжелым молотем: при этом рельс и полотно дорог сильно страдают. 

В машинах встречаются части, делающие очень болыное число 0об0- 
ротов; например, Веретена прядильных машин — до 15000 об/мин; валы 


+ Романов, Паровозы, 2-е изд., стр. 35. 
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п 
паровых турбин — до 20000 и 30 000 об/мин. Центробежная сила массы т, 


выражающаяся через ы 


({р- вес, е— ускорение тяжести, @ — угло- 


вая скорость, г— расстояние массы 1 от оси вращения), при таких 
скоростях будет от 5000 до 10000 раз более веса р *; следовательно, 
даже при очень малых радиусах г силы инерции получаются большими, и 
нужно принимать все меры для уменьшения этих сил или устранить дей- 
ствие этих сил на связи — уравновесить их. Вообще, в современном 
машиностроении уравновешивание сил инерции составляет предмет посто- 
янных забот конструкторов. 

55. Силы инерции вращающихся частей. При вращении твер- 
дого тела около постоянной оси нужно рассматривать силы инерции 
двух родов: центробежные и касательные. Первые из них направлены 
по радиусу от центра и равны л’г (т — масса частицы, ® — угло- 
вая скорость’ вращения, г— расстояние частицы и от оси вращения). 
Касательные силы инерции перпендикулярны к радиусу, идут противо- 
положно направлению углового ускорения и равны 


48 
тр, 
45 
где ‘др— Угловое ускорение; они появляются только при неравномерном 


вращении, тогда как центробежные силы не исчезают даже и при пол- 
ной равномерности движения, 

Рассмотрим сначала центробежные силы и определим, какое давление 
на подшипники вызывают эти силы инерции. Пусть О и А (фиг, 80) — 


Фиг, 80. 


два подшипника. Возьмем начало координат в О, направим ось 7 по 
оси вращения, оси Х, У — перпендикулярно к ней, Координаты какой- 
нибудь частицы тела т назогем х, 'у, 2; ее центробежная сила 


ти? 
может быть разложена на следующие две составляющие по осям Х, У: 


тез" со а, тета. 
Но так как 


у 


х д 
сва=7, зша= 


-о эти составляющие будут’ равнг 
то?х, ту, 


Расстояные г должно быть выражено № см, . 
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Силы связи в подшипниках Ди О, т. е. те давления подшипников на 
вращающееся тело, которые получаются от центробежных сил, тоже 
разложим по осям Х, Ги назовем слагающие для опоры 4 через Х,, У, 
для опоры О — через Х,, У.. Введя эти силы связи, мы можем считать наше 
тело свободным и применять к нему уравнения равновесия свободного 
твердого тела. Напишем два уравнения равновесия для проекций по 
осям Х, У и два уравнения для моментов относительно осей Х, У; по- 
лучим четыре уравнения, из которых найдем четыре неизвестные; Х., Х., 
У, У,. Эти уравнения будут: 

а) Сумма проекций сил связи и сил инерини для оси Х, равна нулю: 


Хх, ий 


Здесь У означает сумму, распространенную на все частицы, входящие 
в состав вращающегося тела, Так как во всех членах этой суммы есть по- 
стоянный множитель *, то его можно вынести за знак суммы; получим: 


Уля х = их. 


Появилась сумма Хх, значение которой известно из учения о центре 
тяжести. Если назовем массу всего тела (т. е. сумму масс его частини) 
через М, а координату его центра тяжести через хь, то, по определению 
центра тяжести, имеем: 

Улх == Мхь 


Итак, наше первое уравнение будет иметь вид: 
хх, 9 М 


Ъ) Второе уравнение, выражающее, что сумма проекции сил на охь }" 
равна нулю, получится подобно первому и будет иметь вид: 


о. {21 


ИУ, М0, (2, 
тде у,— координата центра тяжести вращающегося тела. _ 

с) Третье уравнение должно выражать, что сумма моментав сил инер- 
ции и реакций опор относительно оси Х’ равна нулю. 

При составлении этого уравнения исключаются силы Х, У„, потому 
что они пересекают ось моментов; также исключается сила Х‚, которая 
параллельна оси моментов. Остается реакция У‚, и момент ее будет 
У/. Момент той слагающей силы инерции, которая параллельна оси Х, 
исключается, и остается только момент слагающей и?у; плечо ее равно 2, 
и момент ее будет равен: 


тг. 
Суммируя моменты всех сил инерции, получим: 


>. 
ХУто?ув, 
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или, вынося за знак суммы общий множитель *; 


«У тух. 
Следовательно, уравнением равновесия моментов для оси Х будет: 
УИ-- о нуг == 0, (23) 


4) Наконец, четвертое уравнение, выражающее, что сумма моментов для 
оси У равна нулю, получается подобно третьему и дает: 


Хи-Е о тхе = 0. 25 


Из этих уравнений найдем реакции опор Л,, У,, Х,, У.. 

Посмотрим, нельзя ли достигнуть того, чтобы все эти реакции были 
равны нулю? Тогда центробежные силы не будут производить никакого дав- 
ления на подшипники. Получение такого результата и называется уравно- 
вешиванием центробежных сил; при этом совершенно устраняются все те 
вредные действия сил инерции, о которых мы говорили. 

Обращаясь к нашим уравнениям (21)—(24), видим, что, если все че- 
тыре опорные рзакции суть нули, то уравнения дают условия: 


(а) 
(6) 
(<) 
[С 


Эти четыре условия необходимы и достаточны для полного уравно- 


вешивания центробежных сил инерции. Первые два из них указывают, 
что координаты хо, Уз Центра тяжести вращающегося тела должны быть 


У . 


Фиг. 81. 
` 

равны нулю, т. е, центр тяжести должен лежать наоси враще- 
ния, Кроме этого условия нужно еще удовлетворить уравнениям (с) и (4). 
Для этого требуется известное распределение масс частиц т в теле отно 
сительно оси вращения, при котором положительные и отрицательные 
члены суммы Ушуг взаимно сокращаются; то же требуется и для другой 
суммы №тхг. Если эти условия выполнены, то ось вращения называется 
главною осью тела. Итак, получаем еще условия для уравновешивания 
центробежных сил: ось вращения должна быть главною 
осью тела, 
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« 

Чтобы показать возможность удовлетворення этого условия, заметим, 
что если в теле есть ось симметрии, то она, наверное, есть главная 
ось. На самом деле, существование оси сныметрии означает, что для 
всякой частицы и, находящейся от оси на расстоянии: 


тв 


^ 


всегда можно найти, на продолжении перпенлякуляра В и на расстоянии 
аиВ', равном 228, симметричную частицу м’ такой же массы, что и # 
{фиг. 81), Эти две частицы имеют одинаковые координаты 2; их коор- 
динаты №, 5’ численно одинаковы, но различаются знаком. Очевидно, 
взяв выражения 2х2 (или шу2) для обеих частиц и складывая, получим 
нули. Но все тело состоит из таких пар симметричных частиц; поэтому 
и полные суммы Хих2, Ужгу для всего тела будут равны нулю. 

Случай оси симметрии не есть единственный случай, когда ось имеет 
свойство главной оси. Можно доказать, что в каждом теле для любой 
его точки есть три главные оси, взаимпо периендикулярные 1. 

56. Уравновешивание касательных сил инерции. Для уравноче- 
шивания центробежных сил требуется, как мы видели, выполнение следую- 
щих условий: 

2) центр тяжести должен лежать на оси вращения, 

Ъ) ось вращения должна быть главною осью тела. 

Нетрулно показать, что те же условия необходимы и достаточны для 
уравновешивания касательных сил инерции. 

Для этого сравним те и другие силы, посмот- 
рим, в чем между ними заключается сходство и в 
чем различие (фиг. 82). 

И те и другие силы инерции действуют на 
какдую частицу тела и пропорциональны произ- 
ведению лиг, 

Различие состоит в том, что это произведение 
в центробежных силах умножается на одинаковый 
для всех частиц множитель &*, а для касательных 


сил имеется озщий множитель р но это различие 
не имеет никакого значения для уравновешивания. 

Затем все касательные силы повернуты относительно цетробежных 
сил на 90° в плоскости врашения, 

Итак, мы можем перейти ‘от системы центробежных сил к системе 
касательных сил, умножая первые на некоторый постоянный множитель 
и поворачивая все силы в плоскости вращения на 90°.- 

Вместе с таким поворачиванием сил повернем на тот же угол и те 
координатные оси Х, У, которые лежат в плоскости вращения. Очевидно 
от совокупности всех этих поворотов не изменятся ни проекции сил на 
оси Х, У, ви моменты сил, относительно этих осей. Если прежде равно- 
весие центробежных сил инерции было возможно без реакций опор, 
то и теперь эти реакции не потребуются для равновесия, 


Фиг, 82, 


1 См. прибавление к одицналцатой беседе. 
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Следовательно, условия, при которых касательные силы. инерции не 
вызывают реакций опор, одинаковы с прежде полученными условиями 
уравновешивания центробежных сил. 

57. Выполнение уравновеживаниял на практике. Приблизительное 
уравновешивание вращающихся частей машин достигается тем, что им при- 
дают форму тел вращения; для этого их обтачивают на токарном станке. 
Но такое уравновешивание было бы вполне совершенным только в случае 
полной ‘однородности материала, чего в действительности никогла не 
бывает. Поэтому, несмотря на форму тела вращения, в обточенных частях 
машин центр тяжести их не лежит на оси вращения, и эта ось не есть 
главная ось. Для окончательного выполнения условий уравновешивания 
делают дополнительные поправки при помощи ряда попыток, руковод- 
ствуясь следующими приемами. 

Если тело может свободно вращаться около оси О, и центр тяжести 
его С не совпацает с осыо вращения, то положением устойчивого равно- 
весия будет такое, при котором центр ‘тяжести занимает самое низкое 
из возможных для него положений; тело будет всегда стремиться устано- 
виться в этом положении. Нужно спиливать часть материала со стороны 


Фиг. 83. 


центра тяжести до тех пор, пока не исчезнет положение устойчивого рав- 
новесия, и все положения будут одинаково безразличны; если достигнем 
этого, то имеем совпадение центра тяжести < осыо вращения. 

Остается достигнуть того, чтобы ось вращения быдла главной осью. 
Для этого нужно иметь какой-нибудь признак, указывающий на такое 
несовпадение; он заключается в ударах на опоры; эти удары прекрашща- 
ются, если ось вращения сделается главной осью. Вот как выполняется 
это уравновешивание для вагонных скатов на железной дороге Гопфоп 
ап@ Мо \Уежщет ВаЙ\улу (фиг. 83). Вагонный скат (т. е. ось с за- 
клиненными на ней двумя колесами) располагается на двух подшипниках 
А, В, которые поставлены на.рессоры Си 0}; затем особым двигателем, 
присоелиненным к шейке зала, ось приводится во вращение с тою же 
скоростью, с которой. она будет вертеться в курьерском поезде (т. е. 
466 об/мин для скорости 96,6 мм/ч и 618 об/мин для скорости 
128,7 км}и). Неуравновешенная ось будет производить на подшипники 
удары, которые проявятся качанием рессор. Нужно спиливать часть ма- 
териала в некоторых местах или прибавлять небольшие грузы в других, 
пока не достигнем полного прекращения качаний 1. 


2 Подобные же приборы применяются фирмами, иэготовляющими электрические 
машивы, для уравновешивания якорей динамомашин. Рисунки прибора, применя- 
емого Всеобщей компанией электричества, см. в книге $ соо 1а, Ме Патр/ш ле, 
3-е издание, стр. 225, 256. Также Эйерман, Паровые турбины, стр. 124, 
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Хорошее уравновешигание загонных скатов очень помогает плавности 
хода вагона и уничтожению в нем качаний и дрожаний, неприятно 
действующих на нервы. 

58. Звук осн. В машинах неуравновешенные части производят при 
каждом обороте удары, вызывают стуки и особый звук машин; высота 
его определяется числом ударов в секунду. Эта высота тем больше, чем 
больше число оборотов в минуту, Поэтому машины разного рода произ- 
водят особые характерные для них звуки; здесь можно указать на пение 
шведских сливкоотделителей и турбин Лаваля, которые делают от 15000 
до 30000 об/мин, 

Высота звука, издаваемого вращающимися частями машин и физиче- 
ских приборов, может быть применена для определения их скорости вра- 
щения. Это было в первый раз сделано Фуко, при его опытах для 
определения скорости света. Существенную часть прибора составляло 
быстро вращающееся зеркало; Фуко с намерением уравновесил ось его 
не вполне, чтобы иметь звук оси (чзоп 4е Рахе»), по которому 
и определял скорость вращения. 

59. Уравновешивание сил инерции-в жерновах (фиг. 84). Обык- 
новенно нижний камень (лежняк) неподвижен, а верхний (бегун) вра- 
щается на вертикальной оси, на которую он опирается шаровой поверх- 
ностью, так что может качаться на 
опоре, чтобы в случае нужды мог 
без порчи пройти над препятствием, 
попавшим в зазор между жерновами. 
При нормальном ходе этот зазор дол- 
жен быть одинаков по всей окружно- 
сти; иначе жернов будет молоть не- 
ровно, и даже может случиться, что 
верхний камень будет царапать ниж- 
ний, и стираемая каменная пыль при- 
мешается к муке. Для сохранения постоянства этого зазора бегун должен 
быть уравновешен на своей оси, т. е. должны быть соблюдены два 
условия, приведенные в $ 52. После первоначального изготовления бегуна 
его пускают в ход и, наблюдая неправильности движения, постепенно 
исправляют их, или высверливая дыры в разных местах камня, или на- 
гружая некоторые места свинцом, залитым в углубления камня. Это 
делают до тех пор, пока не получится совершенно правильный ход. 
Предлагали для уравновешивания помещать в особых углублениях грузики а 
на винтах 8; поворачивая эти винты, можно перемещать немного грузы 
© той или другой стороны и этим достигать точного уравновешивания. 

Вопрос об уравновешивании жерновов имел особое значение в прежнее 
время, когда на крупных мельницах применялось много жерновов с огром- 
ными, тяжелыми камнями. Но теперь на усовершенствованных мельницах 
жернова почти совсем вытеснены из употребления и заменены валковыми 
поставами. у 

60. Уравновешивание сил инерции кризошняпого механизиа, 
Паровозы. В механизме паровоза (фиг. 85) развиваются силы инерции 
поршня со штоком А, крестовины с ползуном В, шатуна С и кривошипа 2. 
Действие этих сил было замечено, как только начали увеличивать ско- 
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рость движения поезлов и размеры паровозов, тогда получились аначи- 
тельные силы инерции, которые портили рельсы и весь путь, сообщали 
паровозу качку и разные неправильности движения, иногда даже вызы- 
вали сход с рельсов. Пришлось 
позаботиться об уравновешивании 
сил инерции, и с этой целью на- 
чали ставить противовесы` ЕЁ на 
колесах паровоза. Уже Стефенсон 
употреблял это средство, и скоро 
применение противовесов сдела- 
лось общераспространенным. 
Польза противовесов наглядно Фиг. 85. 
демонстрируется опытом, который 
был в первый раз произведен в 1847 г. инженером Ноллау. Подвесив паро- 
воз (без противовесов} на четырех цепях, затопили его котел и пустили пар 
в цилиндры, Получились сильные качания паровоза, которые легко можно 
было записать на особом чертящем приборе. Затем поставили противс» 
весы и этим. достигли значительного уменьшения колебаний. 
Противовес при движении паровоза дает центробежную силу, по- 
средством которой стараются уравновесить прочие силы инерции, Нетрудно 
видеть, что этим путем нельзя достигнуть полного и точного уравнове- 
шивамия всех сил инерции кривошипного механизма. Из них наибольшие 
величины имеют силы инерции поршня А и крестовины 8; но эти силы 
горизонтальны, их нельзя уравновесить вполне центробежной силой про- 
тивовеса, которая идет по радиусу колеса и имеет как горизонтальную, 
так и вертикальную слагающие. Эго было хорошо видно при опытах 
Ноллау с подвешенным паровозом. Сначала в нем были поставлены не- 
большие противовесы, которые почти уничтожили вертикальные колебания 
паровоза, но горизонтальные колебания еще были значительны. Затем, 
постепенно увеличивая противовесы, уничтожили горизонтальные коле- 
бания, но при этом вновь появились вертикальные 
колебания, даже большие тех, которые имелись 
при отсутствни противовесов. Поэтому на прак- 
тике ограничиваются неполным уравновешиванием 
сил инерции. Иногда довольствовались только урав- 
новешиваннем вертикальных сил инерции; ока- 
залось, что этого недостаточно, так как тогда 
остается значительная неуравновешенная часть го- 
ризоптальных сил инерции и движение паровоза Фиг. 86. 
очень неспокойно. Пробовали ставить такие тяже- 
лые противовесы, что в положении А (фиг. 86) центробежная сила 
вполне уравновешивает горизонтальные силы инерции. Так было сделано 
при введении, в половине прошлого столетия, паровозов Кремптона, 
предназначенных для курьерских поездов. Но тогда в положениях Ви 
С, когда центробежная сила противовеса становится вертикальной, она 
оказывалась почти вовсе не уравновешенной; в положении С она сильно 
портит рельсы, а в положении В вызывает опасное подпрыгивание. 
И действительно, при первых же пробах паровозов Кремптона с такими 
противовесами получился сход с рельсов; пришлось уменьшить проти- 
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зовесы, и теперь иы всегда прихают вес меныший, чем тот, который 
требуется для полного уравновешивания горизонтальных сил инерции. 

В качестве примера мы укажем на правила, принятые на самом 
крупном американском паровозном заводе -- Болдуина в Филадельфии *: 
уравновешивают полностью вертикальные силы инерции кривошипного ме- 
ханизма; что же касается горизонтальных сил, то уравновешивают только 
часть их, а именно: */, для машин 
с одиночным расширением пара и 
3, —для машин компаунд, 

Другие способы урав- 
новешивания сил инерции 
в паровозах. Итак, вращаю- 
щиеся противовесы не годятся 
для точного уравновешивания сил 
инерции поршня и крестовины. 
Эти силы горизонтальные, и для 
уравновешивания их нужны тоже 
горизонтальные силы. Другой прием уравновешивания был применен 
Гасвелем в его паровозах «Рирех» (фиг. 87). С каждой стороны паро- 
воза помещены один над другим два паровых цилиндра А, В, действу- 
ющие на кривошипы, которые повернуты на 180° один относительно 
другого. Поэтому лвижения поршней цилиндров Аи В прямо против- 
положны, и их горизонтальные снлы инерции почти в точности взаимно 
уравновешиваются, не требуя противовесов. 

Для выполнения этой ндеи Гасвель должен был применять конструк- 
цию кривошипа с обратным кривошином (фиг. 88); один поршень дей- 
ствует на шейку кривошипа а, другой — на обратный кривошип $. Очень 
трудно достигнуть прочности такой конструкции; в особенности скоро 
расстраивается соединение коленной части аф с колесом паровоза, По- 
этому конструкция Гасвеля недолго удержалась в практике, 


Фиг. 88 Фиг. 85. 


Вместо нее предлагают для той же цели применять конструкцию, 
показанную на фиг. 89; поршни А и В лействуют на два различных колеса 
паровоза «и 8; соединительный шатун С связывает движение этих колес 
так, что направления движений поршней Аи В прямо противоположны. 

Теперь нередки случаи применения в паровозах четырех паровых 
цилиндров, расположенных. рядом (два наружных цилиндра и два внутрен“ 
них) и действующих посредством кривошипов и колен на одну ось. 


3 Занмствуем ах из книги Ра1Ъу, ТБе Ва|апеле оР Ецпез. 
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Это-—тот же епособ расположения и уравновешивания, как общепринятый 
для пароходных машин. 

6]. Уравновешивание сил инерции в пароходных машинах. 
С увеличением скорости движения пароходных машин резко выступило 
звление, на которое прежде не обращали“ внимания: неуравновешенные 
силы инерции, производя удары на корпус судна, сообщают этому кор- 
пусу колебания; даже крупное металлическое судно дрожит, как камертон, 
образуя два или более узла. Эти колеба- 
ния иногда становятся невыносимыми, и 
теперь уравновешивание сил инерции в 
крупных пароходных машинах совершенно 
необходимо. 

Пароходные машины имеют обыкно- 
венно четыре рядом стоящие цилиндра 
{фиг, 90), действующие на один и тот же вал. 
Уравновешивание сил инерции поступа- 
тельно движущихся частей здесь произ- Фиг, 90. 
водится по системе Тейлор-Шлика- 

Оказывается, что при четырех цилиндрах можно достигнуть почти 
полного уравновешивания указанных сил без противовесов, т. 6. эти силы 
инерции уравновешиваются взаимно. Для этого нужно только извест- 
ным образом подобрать слелующие величины: а) углы х между криво- 
шипами, на которые действуют погшии четырех цилиндров, 5) расстоя- 
ние & между осями цилиндров !. 

62. Другой способ уравновешивания сил ннерции в пароход- 
ных нашинах. Способ Тейлор-Шлика дает неточное уравновешивание. 
Многие корабельные инженеры не довольствуются этим приближением, так 
как оно не вполне уничтожает вредные колебания и 
корпуса судна; стараются придумать конструкции, 
обеспечивающие более точное уравновешивание. 
Из них укажем на конструкцию Мек-Алпайн (фиг.91); 
здесь для уравновешивания достаточно двух 
цилиндров, тогда как система Тейлор-Шлика тре- 
бует не менее четырех. Поршень А помощью 
шатуна а действует непосредственно на кривошип г 
пароходного вала О. Длижение другого поршня В 
направляется штоком & и ползуном е; это движе- 
ние связано с перемещением А помощью качаю- 
щегося коромысла СР (С — ось’ качания) и двух 
серег 2 и с. Вследствие такой связи поршни А 
и В движутся по противоположным направлениям, 
и получается хорошее взаимное уравновешивание их сил инерции: 

К сожалению, эта конструкция требует применения коромысла РСК, 
т. в. длинной части, которая подвергается изгибу, а это составляет боль 
шой недостаток для быстроходных машин. Упругие деформации, вызы- 
ваемые изгьбом, довольно велики, и при больших скоростях в коромысле 
—__ ‹ 


1 Подробности см. Гогепх Пуланык 4ег Кифе}зещере, 1901; Шуберт» 
Теорня уравновешивания сил инерции, 1902. 
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могут получиться заметные и очень опасные колебания. Вследствие это“ 
го коромысла, которые в прежнее время часто применялись в паровых 
машинах, двигавшихся медленно, начали исчезать, как только стали при- 
менять большие скорости, и в новейших конструкциях вовсе не приме- 
няются. Было бы ошибкой опять вернуться к машинам с коромыслами. 

Лебединой песлыо машин с коромыслом была огромная паровая ма- 
шина Корлисса, фигурировавшая на Филадельфийской выставке 1876г. 

Систему Мек-Алпайн недавно горячо отстаивал адмирал Мельвиль, 
главный инженер флота Североамериканских соединенных штатов. На 
возражения английских консгрукторов Мельвиль с заносчивостью отве- 
чал: «Мы, живущие по сю сторону океана, хорош> знаем коромысла и 
не боимся их». Правда, в Америке очень распространено применение 
коромысла в пароходных машинах, но исключительно для машин реч- 
ных колесных пароходов, а эти машины -— тихоходные. Годное для них 
нельзя применять к быстроходным машинам. 

63. Силы инерции в заволсвих паровых имнинах. Эти машины 
прикрепляются болтами к фундаментам, на которые и передаются все 
удары. Так как фундаменты всегда очень массивные, то сотрясений не 
замечается, есяи даже силы инерции вовсе не уравновешены, но тем не 
менее удары есть, и они расстраивают ‘конструкцию. Поэтому полезно 
уравновешивать силы инерции и в заводских машинах, если они быстро- 
ходные; теперь это обыкновенно и делают. Примером результатов, кото- 
рые при этом достигаются, может служить одна из машин, представлен- 
ных на выставке 1893 г. в Чикаго, а именно, машина завода НагизВиге 
-Масише С°, делавшая 275 об/ман. Чтобы демонстрировать совершенство 
уравновешивания ее, были сняты фундаментные болты; машила была при- 
подията и стояла над фундаментом на четырех чугунных сто-биках, без 
всякого прикрепления. В таком виде она зодила без всяких колебаний 
и сотря‘ений, Правда, она при этом работала вхолостую, но ведь силы 
инерции при холостом ходе те же по величине, как и при полной на- 
грузке, 
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64. Вывод теорешы, Эта теорема выражает условля, при которых 
две системы, геометрически подобн ие, будут получать геометрачески 
подобные движения, т. е, одна система будет как бы копировать дви- 
жение другой, но только изменив ма:шгаб. 

Теорема эта была найдена Ныютоном и изложена в «РИпир!а» в той 
главе этого сочинения, которая говорит о сопротивлении жидкостей дви- 
жению 1; закон этого сопротивления выведен Ньютоном при помощи тео- 
ремы о подобии, Сама теорема получается у Ньютона, скорее, как гени- 
альная интуиция, чем как результат строгого вывода. Почти двести лет 
после того Бертран показал, что эта теорема есть непосредственное след- 
ствие начала Даламбера. 

Для вывода ее сначала покажем, в какой форме изображается начало 
Даламбера, если применить к выражению всех обстоятельств движения 
декартовы прямоугольные координаты и рассматривать всякую систему 
как совокупность материальных точек, 

Координаты любой из этих точек, имеющей массу и, назовем х, у, 2 
а слагающие внешней силы, приложенной к той же точке, обозначим 
через Х, У, 2. 

Прежде всего выразим условия равновесия этой материальной систе- 
мы. Если для нашей точки 2 проекции возможных перемещений назовем 
через 8х, бу, 82, то работа внешних сил для дозволяемого связями пе- 
ремещения будет равна: 

. Хе + Уду-| 282. 


Составим такие же выражения работы для всех точек, образующих 
нашу систему, и сложим эти выражения. Результат сложения обозначим 


буквой У, т. ел: 
М лах-[ УЗу-[ 25%). 


На основании начала возможных перемещений эта сумма работ должна 
быть равна нулю, следовательно: 


Х (дах | ут а) =0. (25) 


Это уравнение выражает начало возможных перемещений: 


1 Ц квига, 7-Й отдел, стр. 317 немецкого перевода Вольферса, 
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Уравнения движения получим, если в найденном условии равновесия 
внешние силы заменим потерянными силами, т. е. равнодействующими 
из внешних сил и сил инерции, 

Но, если х, у, 2 представляют переменные (текущие) координаты дви- 
жущейся точки, то проекции ускорения ее на оси будут: ео Е. В ре , 
а проекции сил инерции, по определению, которое было дано в $ 38, 
изобразятся отрицательными произведениями массы т на эти уско- 
гения, т. ее у 

—т 4% Тя чу _т Е 
а ' аа’ ав" 


Потерянные силы будут иметь своими проекциями: 


82 
тг › 2 р. 


@х ре: 


Хб—т, У 


Их нужно подставить в уравнение равновесия (25) вместо внешних сил 
Х, У, 2; тогда получим уравнения движения: 


[(х т Чи (у тб ву (2 : тв) =] 6. (26) 


Это и будет та форма начала Даламбера, которую получает это начало, 
если применить декартовы координаты и рассматривать систему как со- 
вокупность материальных точек. 

Вообразим себе теперь другую систему, которая геометрически подобна 
первой системе, но отличается от нее размерами, а также массами мате- 
риальных точек. Обозначим отношение линейных размеров новой системы 
к размерам прежней через }, а отношение масс соответственных точек 
через в. Мы желаем, чтобы движения этих систем были геометрически 
подобны; следовательно, соответственные точки двух систем должны 
двигаться подобно. Определим более полно, что следует подразумевать 
под этим понятием «подобные движения». Мы сказали, что вторая система 
должна копировать движение первой, изменив масштаб; это изменение 
должно равняться отношению линейных размеров, т. е. \. Если текущие 
координаты частицы пё первой системы суть х, у, 2, то координаты соот- 
ветственной точки зторой системы д’, У, 2’ должны иметь значения 
хх, у=\у, 2 ==)2, т.е. должно "бать соотношение: 


У 


== <опз. 


Тогда перемещения второй системы будут параллельны перемещениям 
первой системы и в \ раз больше. В этом и состоит подобие перемещений 
двух систем. 

Теперь нужно ввести условие относительно того, с какой скоростью 
вторая система будет копировать перемещения первой. Предположим, что 
соответственные части путей проходятся двумя системами не в одно и то 
же время; пусть вторая система употребляет для этого время в траз боль- 
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щее, чем первая; х— число произвольное, но постояиное во все время дви- 
жения и одинаковое для всех точек, составляющих систему. Итак, если 
в первой системе частица массы № в момент времени # имеет координаты 
х, у, 2, то во второй системе соответственная частица, имеющая массу ши, 
будеть иметь в момент времени 2 == координаты %., ду, 32. 

Теперь мы вполне определили, что называем подобными движениями 
двух систем. Как следствие этого определения получаем соотнощения 
скоростей и ускорений сходственных точек двух систем; при этом сравни- 
ваем скорости и ускорения, получающиеся для соответственных времен, 
т.е. для первой системы берем момент времени {, а для второй — моменг 
времени # = +Ё. Так как для этих моментов времени имеем: 


х' =), 


то, диференцируя и помня, чтоти) не зависят от времени, получим: 


АР =тАЬ 
4х’ = ах, 
Сиедовательно: 
ях ах 
ет, @) 
. ах’ ах 
г. е. отношение скоростей зи’ для сходственных времен равно по- 


стояной и одинаковой для всех частиц величине ., Диференцируя уравне- 
мие (27), получим: 


«)- 4) 


“(и 


. (28) 


а ЧаЕ 


Следовательно, отношение ускорений соответственных точек пвух систем 
вля соответственных времен представляется постоянным и одинаковым 
для всех частиц множителем 


2. 


Отношением сил инерции, т. с. произведений из массы на ускорение 
будет: 


7 Беседы о механике. 
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Таковы соотношения в тех движениях, которые мы назвали подобными. 
Посмотрим, какие внешние силы должны быть приложены к этим системам, 
чтобы оии получили подобные движения. Если в первой системе на точку и 
действуют силы Х, Г, 2, то какие силы Х', У, 2' должны быть приложены 
к соответствующей точке второй системы? 

Для ответа на этот вопрос обратимся к уравнению {26}, изображаю- 
щему движение первой системы, и посмотрим, как нужно преобразовать 
его, чтобы получить движение второй системы. 

Заметим, что вторая система должна быть подобна первой во всех 
отношениях, т. е. не только части второй системы должны быть подобны 
частям первой системы, по должно соблюдаться также и подобие связей, 
Следовательно, возможные перемещения второй зистемы могут отличаться 
от возможных перемещений 6., бу, д2 первой системы только множителем, 
общим лля всех частиц; его можио отбросить, 


Затем, вместо сил инерции — т Че» 80 второй системе появятся те 
А+ 


же величины, умноженные на-—; . Вместо внешних сил Х, У, 2 во второй 


системе булут силы Х', }", 2. Таким образом уравнением движения второй 
системы будет: 


ил. 
И 12] 


(29) 


Нужно найги, какие силы А” У, 2’ удовлетворяю; этому уравнених: 
это будут силы, сообщающие второй системе движение, подобное тому 
ивижению первой системы, которое определяется уравнением (26). Но, срав- 
нивая уравнения (29} и (26) между собою, видим, что, если уравнение (26} 
удовлетворено, то можно удовлетворить уравнению (2+), делая положение 


ХЕХ ИН Ре, 


и полагая при 


На самом деле, при такой подстановке уравнение (20} делается вполие 
„согласным с уравнением (26), за исключением лишь постоянного мно- 


жителя 1 ‚ на который можно сократить, так как этот множитель входит 


50 все члены уравнения. 
Итак, силы, которые сообщат второй системе движение, полобно: 
движению первой системы, должиы удовлетворять следующим условиям: 


Пи, - 


т. е 1) внешние силы второй системы должны быть 
параллельны и пропорциональны соответствующим 
силам первой системы; 
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2) коэфициент пропорциональности сил должен рав- 
няться произведению из отношения линейных размеров 
лвух систем на отношение соответственных масс этих 
систем, разделенному на квадрат отвошения соответст- 
вующих времен. 

В этом и заключается теорема Ньютона о подобии. 

Для сил связи, конечно, получится такое же соотнощение, как ука- 
занное для внешних сил. 

Работа получается как произведение силы на исремещение: поэтому 
отнощение соответственных работ лля лвух подобных систем изобразится 
величиной 


60) 


В технике имеет особое значение величина работы, производимой 
маннной в единицу времени; она выражается обыкновенно в паровых 
дошёдях. Отношенне таких работ для двух подобных систем получится 
делением выражения (30) на отношение времен < 

м 
Е (31) 

Эту совокупность отношений донолним вышеуказанными отношениями 

скоростей 


и ускорений 


Другое доказательство этой теоремы. Мы можем притти 
к тому же результату, подхоля к вопросу с совершезно другой точки 
зрения, а именно, рассматривая размерность величин, зходящих 
в уравнения движения. 

В уравнение движения входят разнородные величины, из них три 
величины основные, а именно: длина (/), масса (14) и время (Т); про- 
чие же величины — производные. Ускорение имеет своей размер- 
ностью: 

ЕТ, 


а так как силё равна произведению массы на ускорение, то размерностью 
ее будет: 
МЕТА. 


Вообразим себе любой случай движения системы, определяемый одним 
или несколькими уравнениями. Изменим единицы, которыми измеряются 
величины, входящие в уравнения движения, тогда эти величины будут 
изображаться другими числами, чем прежде, сообразно с изменением 
единиц, 


ры < 
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Произведем следующее изменение единиц: уменьшим единицу длины 

в» раз, единицу массы в м раз и единицу времени вт раз. Тогда единица 
х 

для измерения сил уменьшится в Е раз. Числа же, представляющие 


величины длин, масс, времен и сил, увеличатся в тех же отношениях, 
ы 
т.е. вр $ 5 Раз. 


Эти новые числа должны удовлетворять прежним уравнениям дви- 
жения, так как они представляют данные, относящиеся к лвижению преж- 
ней системы. Итак, если в любом уравнении движения мы все длины 
умножим на произвольную постоянную величину }, все массы -— на |, . 
все времена— на т и все силы — на \ › то уравнение попрежнему будет 
удовлетворено. 

Но мы можем смотреть на это видоизмененное уравнение с другой 
точки зрения. Прежде мы считали, что оно изображает лвижение преж- 
ней системы, с изменением лишь единиц, которыми измеряются величины, 
Теперь предположим, что единицы остались прежние. Мы можем тол- 
ковать видоизмененное уравнение как уравнение движения другой системы, 
которая получается из первоначальной путем увеличения всех длин 
в) раз, всех масс в И раз, всех времен вт раз и всех сил в Е раз. 
Эта новая система подобна первоначальной, и сравнение их уравнений 
движения показывает, что новое движение полобно прежнему лвиже- 
нию. Итак, получаем вновь теорему о подобии; условия подобия, т. е. 
соотношение сил, конечно, получилось то же самое, что и в преды- 
вущем способе показательства. 

Изложенное второе доказательство показывает, что закон подобия 
в линамике представляет непосредственное следствие необходимой одно- 
родности всех членов, входящих в какое угодно уравнение; его можно 
называть «заколом однородности». Отсюда легко вывести распростра- 
нение. этого закона на различные вопросы математической физики 1. 

Приложения теоремы о подобии весьма многочисленны и дают очень 
важные результаты, так что один из теоретиков-механиков справедливо 
называет теорему о подобии великим принципом подобия. Мы 
приведем примеры из разнообразных областей науки и техники. 

65. Центральное движение. Пусть система состоит из материальной 
точки #1, движущейся под влиянием притяжения к неподвижному цен- 
тру $5; сила притяжения пропорциональна величине массы № и рассто- 
янию 7, возвышенному в степень и. Другая система ей подобна. Какие 
указания на соотношения движений этих систем даст теорема о подобии? 


1 Теорема о подобии в теории тепла была выведена Фурье; этот вопрос 
‘разобран в мало известном мемуаре его, носяшем заглавие, «Мётога зиг 1а @5НисНоп 
Чез гас/пез |парпанез е(с.». См. в собрании сочинений Фурье, Оецугез Че Ропнег, 
+ П,р. 135—144. Эта работа относится к 1827 г. т.е. появилась пятью годами 
позже, чем «ТВбоне апа!уНаие де 1а снаенгя. 

См. также статью ). Вег!гапа, Зиг Рнолюсбоён Чапз1ез Гогти!еб Че рВуздче, 
«СотрЁез Кеп4из», 86, р. 916 (1878). Заесь рассмотрено подобие в теорин тёлла’и те- 
ории электричества, 
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Она указывает, что отношение сил должно быть: 


С другой стороны, заданный закон притяжения указывает, что отно- 
шение сил в двух системах составляет 
им. 
Следовательно, имеем: 
Жо 
зе 


=”, 35 


Злесь т представляет отношение соответствующих времен; если, на- 
пример, точка т описывает замкнутую кривую (орбиту) около притяги- 
вающего центра 5, то т означает отношение времен обращения масс 
около центра 5. Уравнение (34) представляет следующий закон: ква- 
драты времен обращения относятся, как (1— п)-е сте- 
иени линейных размеров орбит. 

В частном случае, когда 


т.е. когда притяжение обратно пропорционально квадратам расстояний, 
получаем: 
п, . 


т.е. находим третий закон Кеплера: квадраты времен обрашё- 
ния пропорциональны кубам средних расстояний (т. е. 
полуосей эллилтических орбит). . 

66. Качання маятника. Возьмем два геометрически подобных ма- 
ятника и заставим их качаться в двух различных местах земного шара, 
различающихся между собою величинами ускорения тяжести. Отношение 
величин этих ускорений назовем через д; тогда отношением сил земного 
притяжения будет: 

5. 


Но по теореме подобия отношение сил равно 


Следовательно: 


откуда 


Здесь т представляет отношение соответствующих времен для двух 
маятников, например отношение времен качания. 
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Итак, время качания маятника прямо пропорционально корню квадрат- 
ному из длины маятника и обратно пропорционально корню квадратному 
из ускорения тяжести. и 

67. Закон Савара, дающий чнела колебаний воздуха в по- 
добных трубах произвольной формы. Здесь в качестве движущей 
силы появляется упругость воздуха; она при данной степени сгущения 
или разрежения пропорциональна площади, на которую производится 
давление. Следовательно, для подобных труб отношение сил равно квлд- 


рату отношения линейных размеров. Приравнивая это выр жение тому 
№ 


отношению сил, которое дается теоремой о подобни, т. в. 
м 


‚ получае: 


Но р — отношение подобных масс воздуха — равно кубу отношения 
линейных размеров. Следовательно, после подстановки найдем: 


т. 


Итак, отношение сходственных времен, т. г. отношение чисел колебаний 
основных звуков, издаваемых трубами, равно отношению линейных раз- 
меров труб. 

68. Сопротивление воды или воздуха движению твердых тел. 
Вместо того чтобы рассматривать твердое тело, движущееся с некоторой 
скоростью У в неподвижной среде, обратим двнжение: предположим, 
что твердое тело неподвижно, а на него течет вся среда с той же ско- 
ростью * И, но в обратном направлении. Такое обращение денженни 
упрошает вопрос: мы теперь можем не обращать виимания на массу твер- 
дого тела; в движении поинимают участие только массы воздуха или 
другой среды. Рассмотрин давления эгих движущихся жндкостей на 
твердое тело: это будут силы связн нашей системы. 

Для сил при подобных системах вмеем отношение: 


Отношение подобных масс двух движущихся жидкостей равно 843 
{8 — отношение плотностей жидкостей). Следовательно, имеем; 


ом а ХЕ 
вт 1) . 
\= 
А 
Но веть отношение скоростей при подобных движениях, а }? равно 


отношеншю поперечных сечений подобных тел. Итак, мы получаем, что 
силы сопротивления воды или возлуха для подобных тел относятся 
между собою, как произведения из плотности жидкости р на площадь 
поперечного сечения движущегося тела Ри на квадрат скоростн >. 
Это вывод Ныотона. Выражая его алгебраическими знаками, получаем 
для силы сопротивления @ формулу: 


9 = ВРУ, (35) 
где & — коэфициент, одинаковый для всех жидкостей. 
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Заметим, что закон, изображаемый формулой (35), относится только 
к геометрически подобным телам, и мы не имеем права распространять 
его на тела не подобные. Прежде часто не обращали на эте внимания 
и применяли формулу (35) как общий заон сопротивления для всяких 
тел; замечая, что в формулу не входит длина тела, говорили: сопрекивле” 
ние пропорционально площади поперечного сечения и не зависит от 
длины тела. 

Такой вывод неверен и есть результат непразильного распростране- 
пия формулы (35) на тела не подобные. Чтобы резко выставить непра- 
вильность подобного расширения закона за пределы его применимости 
в вопросе о сопротивлении движению судов, Фруд приводит следующий 
довод: для геометрически подобных судов можно в формуле, пающей от- 
ношение сопротивлений, вместо А встазить, если угодно, отношение квадрс- 
тов высот мачт, Однако никому не придет в голову распространять этот 
вывод на тела не подобные и утверждать, что сопротивление вообще про- 
порционально квадрату высоты мачт! Настолько же нелогично и выие- 
указанное распространение закона о пропорциональности сопротивления 
поперечным сечениям движущихся тел, 

69. Водослив Джомеа Тонсона. При гидравлических опытах коли- 
чество протекающей воды часто измеряется помощью водослива. Обык- 
новенно отверстие водослива имеет форму прямоугольника (фиг. 92): 


здесь ширина струи 8 постоянная, а толщина ее с и напор А над реб- 
ром водослива изменяются с изменением количества протекающей воды. 
Размеры 2, с, й служат для определения количества воды, протекающей 
в одну секунду. Но при разных # как сечение струи 6›с, так и форма 
ее и, вообще, все обстоятельства движения изменяются без соблюдения 
подобия; поэтому здесь нельзя приложить нашу теорему. Теоретический 
же разбор получающегося движения затруднителен. Приходится прибег- 
нуть к эксперименту; но здесь нужно произвести обширную серию опы- 
тов и находить количество протекающей воды для различных постепенно 
изменяющихся высот й; составив предварительно такую эмпирическую 
таблицу для данного водослина, можем затем пользоваться ею при даль- 
вейших исследованиях. Таким образом здесь необходима довольно про- 
полжительная предварительная работа — градуирование водослива, т. е. 
определение расхода волы, который получается при разных мапорах # 
над ребром водослива. 

Джемс Томсон предложил устраивать в водосливах отверстие не пря- 
моугольной формы, а треугольное (фиг. 93}. При этом для разных напо- 
ров # сечения струй будут подобные треугольники, и такое движение 
удовлетворяет закону подобия. 
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В этом вопросе можно принимать только одну внешнюю силу — вес 
жилкости 1; для подобных систем отношение весов булет }. Прирав- 
мивая это общему соотношению сил в подобных системах, т. е- 


и вставляя для отношения. масс и отношение кубов сходственных разме- 
ров, получим: 


откуда 


К. 


В 


Но - есть отношение скоростей; а так как количество воды, прете- 


кающей в секунду, пропорционально произведению из скорости на пло- 
щадь струи, то для подобных систем отношением количеств протекаю- 
щей воды будет: 2 


мух 


Следовательно, отношение количеств протекающей воды равно отноше- 
нию сходственных размеров, возвышенному в степень '/.. Сходствен- 
ными размерами нам будут служить напоры 4 над вершиной отверстия. 
Итак, количество воды, протекающей в секунду, выразится формулой: 


9—2}, 


где А — коэфициент пропорциональности. Его определим из опыта 
здесь достаточно произвести один опыт для одной какой-нибудь вы- 
сеты #, т. е. градуировка прибора значительно проще, чем в случае 
прямоугольного отверстия водослива, 

70. Движение жидкостей в трубах. Еритичеевая скорость, 
При движении по трубам воды и других жидкостей они встречают сопро- 
тивление в виде трения, Изучение этого явления имеет особое значение 
цля устройства проводов воды, воздуха, нефти, керосина, лля канализа- 
дии ит. д. 

Опыты показали, что при небольших скоростях это сопротивление 
изменяется пропорционально первой степени скорости; при более значи- 
тельных скоростях находят другой закон сопротивления, а именно, оно 
изменяется пропорционально квадрату скорости. Осборн Рейнольде пока- 
зал, что, если все обстоятельства опыта остаются неизменными, за исклю- 
чением величины скорости *, то такой переход одного закона сопроти- 
вления к другому происходит-не постепенно, а сразу, т. е. имеется 


+ Если ребра водослива острые, как на нашей фигуре, то можно пренебречь 
грением струн о стенки отверстия. 

ЗТ, е, не изменяются ни диаметр трубы, ни материал, из которого она сле 
лана, а также испытываемая жидкость остается одна и та же. 
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В 


некоторая определенная скорость, служащая как бы разделом двух явле- 
ний; при скоростях, меньших ее, сопротивление пропорционально первой 
степени, а для скоростей, превышающих раздельню, сопротивление из- 
меняется как квадрат скорости, Скорость, служащая разделом двух явле- 
ний, называется критической скоростью. 

Осборн Рейнольдс с помощью очень остроумного опыта выяснил 
причину такого резкого изменения характера явления у критической 
скорости '. Вода вытекала из резервуара А (фиг. 94) по трубе В; по оси 
трубы у входа в нее из пипетки С пускалась тонкая струйка окрашенной 
жидкости. При скоростях, меньших критической, эта струйка двигалась 
правильной тонкой осевой ниткой по всей длине трубы, не смешиваясь 
с водою, Но когда скорость была болыне критической, то струя краски 
сейчас же по входе в трубу В рзз- 
бивалась, окрашивала всю воду, за- 
полнявшую трубу, и вода казалась мут- 
ной. Чтобы лучше разобрать явление, 
Осборн Рейнольдс освещал свой при- 
бор рядом электрических искр; тогда 
мсжно было видеть, чтб кажущееся по- 
мутнение воды происходило от ряда 
вихрей, на которые разбивалась струя 
краски (фиг. 95). Этим опытом было 
доказано, что, пока скорость меныне 
критической, вода движется в трубе 
правильными продольными струями. При 
скоростях, болыних критической, движе- 
ние делается вихревым, Появление этих 
вихрей и вызывает изменение закона 


сопротивления. 
Надлежащее теоретическое изучение 
вихревого движения жидкостей было Фиг. 96. 


начато Гельмгольцем, который, между 
прочим, доказал, что в идезльной жидкости не могут образоваться 
вихри. Появление их объясняется отступлением свойств, жидкости от 
идеальных; оно указывает, что жидкость вязкая. Следовательно, в рас- 
сматриваемом явлении действует. сила вязкости жидкости. Доста- 
точно рассматривать только эту силу; вес не имеет значения в разби- 
раемом явлении. - 

Напомним основные законы действия силы вязкости. Элементарное 
явление, ‘в котором проще всего проявляется вязкость, состоит в сдвиге. 

Пусть А (фиг. 96) представлхет тонкий слой в.зкой жидкости, за- 
ключающийся межлу дзумя стеклами В и С. Нижнее стекло неподвижно, 
а верхнее приводится в движение действием силы 9, идущей горизон- 
тально слева ноправо. Тогда прямоугольный элемент жилкости 2654 
получает перекашивание и из прямоугольника превращается в паралле- 
лограм; угол перекашивания ф с течением времени постепенно увеличи- 


1) См. в собрании мемуаров О. Рейнольдса, О. Веупо!4з, Рарегз оп шесйр- 
пра] апа рьузса! зиБфесиь У, р, 71. 
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ваетсл. Сила 4, необходимая для произведения такого „вления, и есть сила 
в:зкости. Она пропорциональна площади Р основания перекашнваемой 
жидкой призмы (т. е. плоскости прикосновени! между жидкостью 
и одним из стекол А нчи В) и, кроме того, пропорционалона скорости 
изменения угла перекашиваних ®, т. е. величине 


где п-коэфициент, различный для разных жидкостей (коэфициент 
вязкости). 

Это определение силы вязкости показывает, что для нодозных систем 
отношением сил вязкости буле 


| 


г 
де 9 — отношение коэфицниентов вязкости, 


® — отношение площадей, которое равно квялрату отношения ли- 
нейных размеров, 

т— попрежнему отношение соотвеуственных времен '. 

Полученное выражение для отнощенит.сил мы должны приравнять 


тому общему выраженню , 
й 


которое дается теоремой о подобии. Здесь отношение д подобных масс 
равно отношению # их оЗъем в, умноженному пл отн мнение 8 плот- 
ностей двух жидкостей. Итак: 

м 


откуда 


. (36) 


> 
Вместо — вставим отношение $ скоростей движения двух систем и 


тогда получим; 


Так как 8 есть отношение сходственных скоростей двух систем, 
то. оно будет представлять отиощение критических скоростей двух сис- 


1 Повятно, что здесь не входит отношение углов $ дяя двух систем, так 
как ф есть величина отвлеченная, 
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тем, Оказывается, что такое отношение равно отношению коэфициентов 
вязкости, разделенному на произведлние двух множителей: отношения 
плотностей жидкостей и отношения лннейных размеров (например отно- 
ющении диаметров труб 0). Поэтому критическая скорость для’ какой-ни- 
будь жидкости должна представляться формулой: 


тде и — коэфициент в”зкости этой жидкости, 

ф — ее плотность, * 

Л — диаметр трубы, по которой течет жидкость, . 

А — постоянный коэфициент, одинаковый для всех жидкостей, 

Таков вывод Осборн Рейнольдса, вполне определяющий величины 
критических скоростей для различных снучев. 

Заметим, что критическая скорость тем меньше, чем больше диаметр 
трубы. Во всех наших водопроводах вода почти всегда течет со скоростыо 
большей, чем критическат, Поэтому при расчете водопроводов нужно 
считать, что сопротивление движению изменяется пропорционально квад- 
рату скорости. 

Чтобы видеть пример течения воды пои скорости меньшей, чем кри- 
тическая, нужно обратиться к известным опытам Пуазейля: он употреблял 
капиял:рные трубки малого диаметра, и потому даже заметные скорости 
движениг ие превосходили критический предея. 

Движонпе подобных парових замшын. Вес частей машины все- 
гда хорошо уравновешен, т.е, центр тажести почти всех частей неподвижен. 
Поэтому тяжесть не следует считать в числе сил нашей системы. При 
хорошей смазке можно также пренебречь силами трения. Остается дав- 
ление работающего пара и полезное сопротивление. Пусть для двух по- 
добных машин примен‘ется пар различной упругости, и пусть & озна- 
чает соответствующее отношение, Тогда давления пар: в двух машинах 
будут иметь отношение 

2. , 

Такое же отношение должно быть и между полезными сопротивлени- 
уми, иреодолевлемыми нашими машинами. Это выражение нужно прнрав- 
нать величине 


т. е. тому отношению сил, которое дает теорема о подобии, а так 
как в — отношение масс — равно 23, то получим: 


откуда 


(37) 


где 3 означает отношение линейных скоростей двух машин, ` 
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Если @= 1, т. е. если в обеих машинах применяется пар одинако- 
вой упругости, т& 


т. е. линейные скорости обеих машин будут одинаковы, На практике 
такое соотношение часто соблюдает !, или отступления от него невелики. 
Отношение чисел оборотов, делаемых машинами в минуту, будет 


1 


т. е. это число меньше для большей машины, 
Числа паровых лошадей для втих двух машин будут находиться 
в отношении формулы (31): 


Но предположим, что мы желаем получить одинаковые числа оборо- 
тов для обеих машин — большой и малой. Следовательно, отношение з 
соответственных времен равно единице. Тогда из уравнении (37) полу- 
чаем 


т, 


т. е. в большой машине нужно применять пар, упругость которого в ^ 
раз больше, чем упругость пара в малой машине. Такое соотношение 
никогда не применяется на практике, так как потребовало бы громадных 
давлений пара для крупных машин. 

78. Теорема Апиеля, В общем соотношении для сил 


установленном теоремой © подобии, сделаем следующие частные поло- 
жения: 


== — 1 
Тогда получим: 


следовательно, 
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Отношение скоростей р 


Условия \ =1, д=1 означают, что в обоих случаях мы имеем дело 
с одной и той же системой, а задание 
—1 
показывает, что силы сохранили свои величины, но изменили направление 


на прамо противоположное. 
Полученный нами результат 


т В=-Е 
представляет собою следующую теорему Алпел: 

Если в уравнени.х любого движенил все времена умножим на мнимый 
символ & а скорости на — то получим уравненич движения для той 
же системы, но при обратном направлении сил 1, 


1 Эта теорема имеет ‚интересное приложение к выводу мнимого пернода 
эллиптических функний. См. Стеецв!11 Ге$ опейопз еШриИдиез. Аппель 
выводит свою теорему иначе, чем сделано мною. Он пользуется для этого вы- 
вода лагранжевыми уравненнями движения в первой или во второй форме. 


ВОСЬМАЯ БЕСЕДА 
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73. Внутренние п внешние сплы. Когда система состоит из боль- 
шого числа частей, то полное изучение ее движения может оказаться 
очень сложным и даже невыполнимым. В таких случаях полезно, ранее 
подробного исследования движения частей системы, получить некоторое 
понятие об общем движении всей системы в совокупности. Для этой 
цели имеет особое значение определение движения центра тяжести, 
т. е. центра масс, составляющих систему. Движение этой замечатель- 
ной точки подчинено простому и общему для всех случаев закону, 
который мы и рассмотрим. 

Воспользуемся здесь приемом, который мы уже неоднократно приме- 
няли. Разобьем систему на отдельные материальные точки и все связи 
заменим некоторыми силами. Возможность такой замены легко себе 
уяснить; всякая связь изменяет движение точки, к которой она прило- 
жена, другими -словами, производит некоторое ускорение. Следовательно, 
кажзая связь производит такое же действие, как сила, а потому все связи 
мысленно могут быть заменены силами. Конечно, если мы не ограничива- 
емся такой заменой в принципе, а пожелаем в позробности найти направ- 
ление и величину силы, заменяющей связь, то во многих случаях встретим 
загруднения. По этой причине мы постоянно стараемся исключить силы 
связи. 

Пусть все связи заменены мысленно силами, тогда очень важно раз- 
личение сил внешних ‘от сил внутренних. Внутренними силами мы 
называвм те, которые происходят от действия одной части системы на 
другую часть той же системы. Внешние же силы представляют действие 
на нашу систему других тея, не входящих в состав системы. 

Все силы, вообще, происходят от действия одних тел на другие. По- 
этому различение внутренних сил от внешних определяется только тем, 
какие тела мы считаем входящими в состав нашей системы. Изменяя зада- 
ние состава системы, мы получим, что некоторые силы, бывшие прежде 
внешними, сделаются внутренними, и обратно. Например, если рассматри- 
ваем движение системы, состоящей из Юпитера с его спутниками, тогда 
притяжения между этими телами представляют внутренние силы; действия 
Солнца и других планет на Юпитер и его спутников будут внешними 
силами для этой системы. Но изменим состав системы; переходим к рас- 
смотрению всей нашей планетной системы в совокупности: тогда все 
действия между планетами и спутниками оказываются внутренними силами. 
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Или вообразим себе паровоз; если рассматриваем движение поршня, 
то давление пара на него есть сила внешняя. Но когда рассматриваем 
весь паровоз в целом, то давление пара везде в паровозе представляет 
внутреннюю силу для этой системы. 

Таким образом между внутренними и внешними силами нет разницы 
по существу. Тем не менее, весьма важно отделять внутренние силы от 
внешних, и вот почему: внутренние силы, как представляющие взаимные 
действия частей системы одной на другую, всегда, имеются в системе по 
две вместе, равные и противоположные. Этот результат указывается нам 
третьим законом Ныюотона — законом равенства между действием и проти- 
водействием. Поэтому, если Аи В — две части системы, то мы получим в 
ней: во-первых, действие А на В, а во-вторых, обратное действие В на А. 
В системе, состоящей из ПОпитера со спутниками, мы встретим кк 
притяжение Опитера на одного из спутников, так и. обратное притяжение 
спутника на ПОпитер. В паровозе, когда рассматриваем его в целом, 
имеем давление ползуна на параллели и обратное давление параллелей на 
ползун и т. д. 

Третий закон Ньютона служит главным орудием для исключения внут- 
ренних сил. Мы можем не знать ни величин, ни направлений этих сил; зная 
только, что они равны между собою и противоположны, мы часто можем 
достигнуть того, что в уравнениях эти две силы сокращают одна другую. 

74. Коказалельетво закона движения центра тяжести. Перехо- 
дим теперь к выводу общего закона движения центра масс. В следую- 
щем доказательстве мы будем подражать Ньютону 
и Даламберу. д” 

Рассмотрим, как перемещается общий центр р 
нескольких масс вследствие перемещения одной 
из этих масс. Выберем, например, одну из ма- 8-2 у мт) 
териальных частиц нашей системы и, нахонящуюся - 
в точке А (фиг. 97); пусть она перемещается, а все Фиг. 97. 
прочие части системы неподвижны. Если полная 
масса системы М, то, выключая подвижную массу и, получим непо- 
движный остаток, имеющий массу М— м; пусть центр тяжести этого 
остатка есть точка В. Отметим точкой С положение общего центра всей 
массы М; из определения понятия центра тяжести, или Центра масс, 
имеем, что точка С лежит на прямой АВ и делит расстояние АВ на 
части, обратно пропорциональные массам, сосредоточенным в А и В, т. е. 


вс _ т. 
СА М—т’ 
отсюаа . 
ве __ т 
БАТ ВС“ И-шфи’ 
т.е. 
ВС _ шт 
вл= м {38) 


Эта пропорция зпределяег положение общего центра С по дан- 
ным Ан В, 
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Если точка А затем переместится в А’, а В останется на месте, то новое 
положение общего центра тяжести будет точка С’, лежащая на прямой 
ВА’ и делящая ВА’ в том же отношении, как по условию (38), т. е. 


ВС'__ т 
ВА’ М` 
Отсюда заключаем, что треугольники ВСС' и ВАА' подобны, т. е. СС’ 


параллельна АА’, и величины СС’, и АЛ’ будут в том же самом отно- 
шении, как и величины ВС и ВА, т. е. 


С’ _ т 
АМ‘ 


Итак, если перемещается только одна масса 21, а прочие массы остаются 
в покое, то перемещение общего центра тяжести параллельно переме- 


щению массы и и меньше его в отношении ж. 

Это условие справедливо как для конечных ‘перемещений, так и для 
бесконечно малых. Отсюда получаем тавие следствия: 

а) Если масса р описывает кривую АА’А“... (фиг. 98), то центр С 
описывает кривую СС’С"..., обладающую тем свойством, что все хорды 
ее СС’, СС", С’С",‚... параллельны и пропорциональны 
соответствующим хордам пути точки А; АД’ АД", 
А'А",... Следовательно, центр С описывает кривую, 
которая подобна пути точки А и подобным образом 
расположена, Центром подобия служит точка В. 

Ъ) Скорости центра масс и отдельной мессы м 
в соответствующих положениях параллельны олна 
другой; и между величинами Их существует то же 


4" 


т 
отношение ду, как и между перемещениями. 


Действительно, по определенню понятия о скорости имеем, напри- 
мер, для скорости в точке А: неправлекне ее есть предел направления 
хорды АА’, получающийся, когда точка А’ постепенно приближается 
к 4; величина же скофости в точке А есть предел частного, получающе- 
гося от деления хорды АД’ на время, п‹ требное для прохождения пути Ад’. 
Подобным же образом найдем и скорость центра масс пля положения 
его в С, заменив золько в предыдущем рассуждении хорду АА’ хордой СС". 
Но, так как точка С копирует движения точки А, только уменьшив их в отно- 
шении г то, несомненно, скорость центра масс в точке С окажется 
параллельной скорости массы и в точке Аи уменьшенной в том же отно- 
шений. 

с) Ускорения движения общего центра масс и отдельной массы 
пля соответствующих положений будут параллельны одно другому и 


относятся между собой, как и. 


Действительно, обратимся к определению ускорения: пусть (фиг. 99) 
линия АУ изображает направление и величину Скорости массы м для 
положения 4; и пусть А’У’ означает направление и величину скорости 
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я . 
для ноложения А’, бесконечно близкого к А. Построив параллелограм 
АУУУ, стороны которог, АУ, АУ; равны и параллельны скоростям 
масс 1И в точках А, А', получаем вектор А, называе` ый измене- 
нием скорости; будем постепенно приближать точку А’к А, тогда 


предел направления А назьва- . 


ется направлением ускорения. Ве- 
личина же ускорения есть пре- 
дея отношения А\ ко времени 
прохождения пути АА’. Подобное 
же рассуждение применимо и к 
ускорению центра масс С, а. так Фиг. 99. 
как эта`точка копируег скорости 


точки А, уменьшив их в отношении -х;-, то, разумеется, ускорение центра 


масс будет параллельно ускорению массы м н меньше его в том же 
самом о‘ношении. 

Имея ускорение материальной точки 2, сейчас же получим силу, дви- 
жущую эту точку, т. в. равнодействующую всех внешних ‘и внутренних 
сил, приложенных к массе 2. Сила будег итти параллельно ускорзнию @ 
и равняться произведению ускорения на массу, т. е. сила будет равна; 


р= та. 


Если бы эта сила была дана, то мы сейчас же нашли бы все об.тояте ь- 
ства движения материальной точки #- 

Что касается центра масс, то эта точка фиктивная, воображаемая, 
не связанная в действительности с какой-нибудь материальной массой; 
это геометрическая, а не материальная точка. Но мы можем условно 
вообразить себе материальную точку, у которой масса равна массе М 
всей нашей системы и которая движется так, как наш центр масс. Будем 
разбирать условия движения такой материальной точки, Подобное услов- 
ное рассмотрение называется сосредоточением массы всей системы 
в ее ценгре тяжести. Сделав такое сосредоточение, определим, какую 
силу нужно приложить. к этой воображаемой материальной точке, чтобы 
вызвать то движение, которое наши рассуждения указали для центра масс. 

Искомая сила Р должна быть параллельна ускорению центра масс, 
слеловательно, параллельна ускорению массы м, а также и силе, прило- 
женной к м. Далее, величина силы Р получится умножением массы М на 


ускорение ее, которое меньше ускорения 4 точки #2 в отношении и. 


Таким образом получим: 


ла, 


Р= М 
т. в. , 
РЕр. 


Итак, получаем следующее заключение относительно сил: 
Чтобы сообщить центру масс, в котором считаем 
сосредоточенной всю массу системы, то движение, ко- 
торое он имеет в действительности, ‘мы должны прило* 


$ беседы о чланиюь 
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жить к нему силу, параллельную ин равную той силе р, 
которая действует на материальную точку м, Другими сло- 
вами: . 

Центр масс движется, как материальная точка, в ко- 
торой сосредоточена масса всей системы и к которой 
приложена сила действующая на массу м, 

Это правило представляет ответ на поставленный нами гопрос: как 
перемещается центр всех мзсс вследствие перемещения одной из них? 

Мы считали, что перемещается только масса иг, а прочие массы оста- 
ются в покое. То, что сделано для массы и, можно повторить и для 
каждой из всех масс, составляющих систему; ‘можно перебрать их одну 
за другой: и, и’, т",... и для каждой в отдельности опрепелить, какое 
движение получает цен:р масс вследствие движения одной отдельной 
массы, Каждый раз придется искать движение материальной точкн массы Л 
под действием той силы, которая приложена к массе м’ или м’, 
или и" ит. д. 

Но предположим тепзрь, что наши массы 2, м’, м”,... движутся не 
поодиночке, а все сразу. Какое при этом получится движение центра 
масс? 

Очевихно, оно получится как результат геометрического сложения 
тех его движений, которые центр получал прн частпых движениях масс 
т, ш'. т". поодиночке; т. е. нужно сложить (геометрически) те част- 
ные движения, которые получает масса ЛМ под влиянием сил, приложен- 
ных к массам т, и’... Но вспомним закон независимости совскупного дей- 
ствия сил (вгорой закон Ныотона); этот закон устанавливает, что резуль- 
тат геометри‘еского сложения таких движений, производимых отдельными 
силами, тождественен с движением, которое вызовется, если на ту же 
массу будет действовать одновр:менно, сразу, вся совокупность этих сил. 
Итак, оказывается, что движение центра масс, получающееся, когда сразу 
движутсн все отдельные материальные точки, составляющие систему, мо- 
жет быть описано в форме следующей теоремы: 

Центр масс движется, как материальная точка, кото- 
рая имеет массу, равную массе всей системы, ни к кото- 
рой приложены все силы, действующие на отдельные 
части системы. 

Но если мы перенесем в одну точку внешние и внутренние силы, 
действующие в системе, то внутренние силы окажутся всегда по две рав- 
ные и противоположные; следовательно, они взаимно уничтожатся. Оста- 
мутся только внешние силы системы. Итак, в вышеприведенной теореме 
можно прямо вместо слов все силы вставить: все внешние силы, 

Изложенная теорема и представляет общий закон движения 
иентра масс. Он был найден Даламбером и изложен в «Ттайё 4 
Рупапйане» — сочинении, в котором вперзые была построена динамика 
системы 1. 

Следует об атить особое внимание на то, что движение центра масс 
зполнз определяется внешними силами и что вся совокупность внут- 
релних сил не оказывает никакого влияния на это движение. 


+ Немощинй перевод в «Оз Казакег», № 106, 
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Возьмем частный случай: пусть на систему вовсе не действуют вчеш- 
ние силы, и она предоставлена исключительно своим внутренним силам. 
Это будет система. замкнутая, изолированная от всяких внеш- 
них влияний; но внутри нее могут действовать многочиеленные и разно- 
образные внутренние взаимодействия. Общий закон движения центру масс 
показывает, что в таких случаях этот центр будет двигаться как мотери- 
альная точка, на которую вовсе не действуют силы. Такая точка 
будет или покоиться, или двигаться по инерции, т, е. прямолинейно и 
равномерно. Итак: 

Центр масс изолированной системы или находится 
я покое, или движется прямолинейно и равномерно. 

Этот частный случай общей тсорехы был найден еще Ньютоном и из- 
ложен в начале его «Рииснуа» 1. 

75. Разложение движения на три прямолинейных движения 
по трем координатным осям. Можно было бы рассматривать движе- 
ние центра масс с применением этого приема разложения, который так 
часто употребляется в механике со времен Маклорена. Нужно разложить 
на эти три оси как движение каждой отдельной массы, так и движение 
центра масс. Также и силы должны быть заменены своими составляющими 
по координатным осям. Затсм следует рассматривать движение по каждой 
из осей отдельно. Получим прежний результат относительно движения 
центра м^сс, но повторенный для каждой из трех осей, 

Такое рассмотрение движения центра масс по каждой из осей коор- 
динат отдельно иногда приносит пользу. Может случиться, например, что 
хотя внешние силы существуют, но сумма проекций их на одну из осей 
(например на ось Х) равна нулю. Тогда для этой оси будет иметь место 
результат Ньютона, т. ®. движение центра тяжести по оси Х будет рав- 
номерное. 

76. Примепопие приемов диференцпального нсчцеленоя. Мы 
с намерением вели выводы элементарио, чтобы сущность закона лучше 
выяснилась. Применяя символы и методы диференциального исчисления, 
можно аначительно ускорить вывод. Рассмотрим только движение по оси Х; 
сказанное о ней применяется и к лвум другим осям. Уравнение движе- 
ния одной из материальных точек, составляющих систему, будет; 


а 
ых, 


Здесь: т — масса точки, 
х — ее координата, 


@х 
= -— ускорение по оси Х, 


а? 
Х— проекция внешней силы, 
Х- » внутренней силы. 


Составим такие же уравнения для всех`точек системы и затем сло- 
жим эти уравнения. Обозначая сложение знаком \, найдем: 


(39) 


3 См, немедкий перевод Вольферса, стр. 37, дополнение 4. 
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Но здесь 
ХХ, = 0, 


так как внутренние силы взаимно сокращаются. 
Назовем координату пентра всех масс через &, а сумму всех масс 
‚через /И. По определению понятня «центр масс» ‘имеем: 


м: 


=Утх. 


Диферениируя же это уравнение два раза, находим’ 


{40} 


а это уравнение и выражает закон: 

Центр масс движется, как материальная точка мас- 
сы М, к которой приложены все внешние силы, действу- 
ющие на отдельные точки системы. 

$1. Приложения завова движения центра тяжести, Закон этот 
не дает интеграла уравнений двнженп:, а предетавляет только очень простую 
картину движения; во многих случазх така: картнна дает важные указания 
на свойства движения. 

Вообще, первое, что нужно получить при изучении движения системы, 
есть движение ее центра тяжести; затем идет вторая задача — движение 
частей системы относительно ее центра тяжести. Наш закон дает дла 
первой задачи самое простое решение. 

1. Возьмем систему, состолщую из Земли и падающего тяжелого 
тела. Падение тела есть результат действия внутренних сия системы, но 
действием этих сил положение центра тажести не может быть изменен». 
Следовательно, ели тяжелое тело переместнтел по направлению к Земле 
на длину 5, то в то же врем: Земля должна переместиться по направ- 
лению к падающему телу на длину $. которая удовлетворяет условию: 


5_м 


$ м 
(п — масса тела, М — маска Земли). 

2. Рассмотрим систему, состотщую из Солнца.и Земли, и оставим 
в стороне все внешние прит.жения, действующие иа 
эту систему. РазЭерем тольно действие взаимного 

С® притяжения межау Солнцем и Землей; это взаимодей- 

т. ствие не полжно изменять положения центра тажести 

системы. Поэтому и Солние 5 и Земля Т{фиг. 100) 

в} описывают эллипсы около ‘общего центра тяжести 
Фиг. 166. этой системы С как фокуса; сооткетствующие их по- 
ложенил отмечены на фигуре одинаковыми цифрами. 

Так как масса Солнца значительно больше массы Земли (около 350 060 

3), то общий центр тяжести С булет расположен очепь близко к цен ру 
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Солнца, и зллипе, описываемый Солнцем, очень мал по сравнению с 
орбитою Земли. . 

3. Возьмем всю нашу планетную систему в совокупности; ее можно 
считать изолированной, так как можно пренебречь влиянием неподвиж- 
ных звезд. Отсюда заключаем, что общий центр тяжести планетной си- 
стемы должен двигаться прямолинейно и равномерно. 

4. При ударах между телами, составляющими систему, возбуждаются 
внутренние силы. Следовательно, эти удары не изменяют движения центра 
тяжести системы. То же заключение относится и к взрывам, пронсхо- 
дящим в телах, составляющих систему. Например, при взрыве бомбы 
осколки ее разлетаются во все стороны, но их общий центр тяжести 
продолжает прежнее движение. 

5. Представим себе человека, стоящего на совершенно гладкой гори 
зонтальной плоскости; пусть совершенно отсутствует трение между этой 
плоскостью и подощвами ног. Тогда человек препставляет систему, на 
которую действуют только вертикальные внешние силы. Поэтому возможно 
только вертикальное перемещение его центра тяжести; человек может под- 
прыгивать; для этого нужно вызвать усиленное давление ног на горизон- 
тальную плоскость, т. е. давление, превышающее вес тела. Но движение 
по горизонтальному направлению окажется невозможным за отсутствием 
внешних сил по этому направлению; внутренние же силы не могут пере- 
местить центр тяжести тела. Как только нам удается вынести вперед 
одну ногу, сейчас же другая нога отодвинется назад, и центр тяжести 
не переместится. Каждый замечал это явление на гладком льду. 
`° Вообще. перемещение человека по горизонтальной плоскости воз- 
можно только вследствие трения между этой плоскостью и подошвами ног: 
когда человек выносит вперед правую ногу, левая стремится подвинуться 
назал, но этому мешает трение плоскости о подошву левой ноги; послед- 
няя остается на месте, Это трение, мешающее скольжению левой ноги 
назад, есть внешняя сила, направленная в сторону движения центра тяжести 
ела человека; существование этой силы и делает возможным перемеше- 
ние центра тяжести, т. е. ходьбу. 

6. Рассмотрим еше паровоз и разберем условия его движения по 
горизонтальному направлению. Для этого необходима внешняя сила, 
тоже горизонтальная и направленная в сторону движения. Откуда она 
получается? 

Давление пара представляет внутреннюю силу и не может сообщить 
движение центру тяжести. Это подтверждается опытом, который неодно- 
кратно делали с паровозами: паровоз подвешивают на цепях и, растопив 
котел, пускают машину в ход. Оказывается, что вследствие хода поршня 
взад и вперед получаются лишь небольшие качания всей остальной 
массы в обратном направлении, а центр тяжести остается неподвижным. 

Когда паровоз поставлен на рельсы и машина его пущена в хон, то 
между его ведущими колесами и рельсами. возбуждается трение, которое 
и есть горизонтальная сила, необходимая для движения паровоза с по- 
ездом. Подробности явления состоят в следующем (фиг. 101): при 
вращении колеса, стоящего на рельсе, точка А стремится скользить по 
рельсу по направлению стрелки а, но этому мешает трение между ко- 
лесом и рельсом; направление этого трения показано большой стрелкой. 
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Колесо своими неровностями и шероховатостями упирается в рельс 
и испытывает от рельса обратное давление, Эти шероховатости колеса 
и рельса представляют как бы миниатюрные зубцы (фиг. 102), между 
которыми происходит упор, и ‘получается давление. Вот это обратное 
давление, т. в. трение, передающееся от рельса на колесо, и есть та 
внешняя сила, которая перемещает центр тяжести паровоза. Она должна 
преодолеть сопротивление поезда, припряженного к паровозу, т. е, 
должна бы-ь больше его, Поэтому для перемещения поезда требуется 
значительное трение между ведущими колесами и рельсом, а трение 
пропорционально давлению, следовательно, необходимо, чтобы ведущие 
колеса производили значительное давление на рельс. Другими словами, 
аля того чтобы вести тяжелый поезд, требуется тяжелый паровоз. 

Все это относится к ведущим колесам паровоза, т. е, к тем, на 
которые действует поршень паровой машины, вращающий их; та часть 
веса паровоза, которая передается на эти колеса, есть полезный груз: 
чем он больше, тем сильнее паровоз, т. е. тем более тяжелый поезд он 


= )-О 


Фиг. 101. Фиг. 102. «иг. 103. 


может вести, Иногда в паровозе есть полдерживающие колеса, г. е 
не соединенные с паровой машиной. Часть веса паровоза, передающанся 
на эти колеса, не приносит никакой пользы, т. е. не увеличивает силу 
тяги паровоза. Эти колеса не дают движущей силы, а, напротив того, 
сами приводятся в движение так же, как колеса вагонов. Когда поезл 
идет по направлению большой стрелки (фиг. 103), то трение рель- 
сов о колеса (6) вращазт их. Это трение на вагонных колесах или на 
поддерживающих колесах паровоза назравлен> в сторону, противополож- 
ную движению; оно представляет внешнюю силу, сопротивляющуюся 
движению центра. тяжести. 

Итак, движущая сила паровоза представляется трением его ведущих 
колес о рельсы. Мы увеличиваем эту силу тем, что увеличиваем вес 
паровоза. Если такое средство недостаточно, то можно прибегнуть и 
другому, на которое можно смотреть ‘как на увеличение трения, Рельс 
делают зубчатым, ис ним сцепляется стальное зубчатое колесо, сидвщее 
на’ оси паровоза, т. е. вместо миниатюрных зубцов, происходящих вслед- 
ствие шероховатости колеса и рельса, ставят крупные железные и 
стальные зубья. Такое устройство применяют в горных паровозах, кото- 
рые должны подниматься по крутым уклонам. 

Обратно, всякое уменьшение трения сейчас же уменышмает силу тяги 
паровоза; это случается, например, при обледенении рельсов. Сила тяги 
паровоза также обратилась бы в нуль, если бы мы его поставили не нз 
рельсы, а на катки, свободно вращающиеся на своих 
осях (фиг. 104). 
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В прежнее время, когда еще не был изобретен инжектор и питан 
котла водою производилось насосом, приводимым в действие машиной 
паровоза, на станциях имелись подобные катки; паровоз останавливали на 
них, чтобы можно было питать его водою при стоянии поезда. 

Теперь установка паровоза на катках применяется в лабораториях при 
испытании паровозов. На катки ставят ведущие колеса, а сам паровоз 
удерживается на местё болтом, 
соединенным с неподвижной 
опорой. Оси катков снабжаются 
сильными тормозами, помощью 
которых можно изменять сопро- 
тивление катков вращению; эти 
тормовы снабжены’ прибором 
для измерения работы трения. 

Таким образом получается 
искусственное сопротивление, ИВ 
заменяющее сопротивление по- Фиг. 104. 
езда движению. Сила паровоза 
измеряется, динамометром, указывающим напряжение того ‘болта, кото- 
рый удерживает паровоз. При увеличении трения на осях катков сила 
тяги паровоза растет, и мы получ.м наглядное подтверждение того, что 
выше было сказано о значении трени: между рельсами и ведущиси 
колесами паровоза как внешней движущей силы. 

7$. Торможение поездов. Торможение состоит в том, что тормоз- 
ные колодки с силою нажимаются на бандажи колес, чем вызывают зна- 
чительное трение между нажатыми поверхностями. Но как это нажатие, 
так и трение, им вызываемое, представляют для поезда внутренние 
силы, и одно появление их не объясняет остановку поззда, если на это 
явление смотреть с точки зрения закона движения ц:нтр1 тяжести. Чтобы 
уменьшить” скорость лвижегия всего поезда, т. ©. скорость его центра 
тяжести, необходимы внешние силы, которые должны быть гори- 
зонтальны и направлены противоположно движению поезда. Такие силы 
непременно должны появиться при торможении. Как силы 
внешние они могут получиться только там, где к поезду при- —- 
касаются внешние предметы, т. е. это могуг быть или со- 
противление воздуха, или действие рельсов на колеса. Но тор- 
можение не влияет само по себе на сопротивление воздуха, Я 
следовательно, необходимо заключить, что торможение вызы- фиг, 105. 
вает в точке прикосновения заторможенного колеса с рельсом 
трение 6 (фиг. 105}, которое иесть разыскиваемая изми внешняя сила, оста- 
навливающая поезд. Чем эта сила больше, тем скорее остановигся поезл. 

Быстрая остановка поезда в некоторых случаях очень нужна, 
так как этим можно предотвратить большие несчастия. Поэтому важно 
указать условия наиболее энергичного торможения, при которых полу- 
чается наибольшая величина трения 65. Это было сделано проф, Н, П. Пег 
ровым !, и вот главный результат его исследования. 


1 См, его статью «О непрерывных тормозных системахь в «Известиях С.-Петер 
бургского технического института», 1878 г. 
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Прежде всего посмотрим, изеется ли в нашем распоряжении средство 
изменять силу трения 6. Здесь происходит тренне между твердыми 
телами; оно пропорционально давлению, но мы не можем изменять дав- 
ление между колесом и рельезм. Остается воспользоваться зависимостью 
такого трения от скорости движения. В прежнее время думали, что тре- 
ние не зависит от этой скорости,— таков был результат опытов Морена. 
Но такой результат получнлея только потому, чго в опытах Морена ско- 
рости были невелики и изменялись в небольших пределах. При тех ско. 
ростях, с которыми: мы имеем дело при движении поездов, трение твер- 
дых тел, несомненно, зависит от скоросги; оно заметно уменьшается 
с увеличением скорости, с которой одно из трущихся тел скользит по 
другому. Это было найдено еще в половине прошуого столетия инже- 
нерами Бошё и Пуарё, которые производили опыты с железнодорожными 
погзлами. Затем этот вывод был неоднократно подтверждаем экспери- 
ментально Г. Уменьшение трения с увеличением скорости довольно зна- 
чительное; например, при скорос+ях около 20 км/час козфициент трения 
равен 0,2, а при скорости 80 млучае этот коэфициент падает до 0,136 

Скорости, о котерых здесь говорится, суть скорости относитель- 
вого скольжения двух трущихся поверхностей — рельса и колеса. 
Вели колесо зазорможено тёк сильно, что вовсе не может вращаться, 
то с орость скольжения равна скорости поступательного движения поезда. 
Уменьшив надавливание тормозных колодок на колесо, можем дост, гяуть 
того, что колесо будет отчасти вращаться, и тогда скорость скольжения мень- 
ше, чем в прелыдущем случае. Можно тем же спос ›бом, т. е. изменением 
нздавливания колодок, даже достигнуть такого вращения колес, при кото- 
ром вонсе нет скольжения колеса по рельсу, а колесо только катится. 
В этом случае: скорость скольжения равна нулю; но трение увеличивается 
с уменьшением скорости; следовательно, это будет случай, когда трение 
наибольшее. При таких условиях тормоза действуют наиболез энер- 
гично, и остазовка поезда произойдет в возможно кратчайшее время. 

Итак, теоретический разбор приводит к следующему правилу: для 
на: более быстрой остановки поезда нужно тормозить колеса такими си- 
лами, которые не вызывали бы скольжения колес по рельсам и быди бы 
настолько велики, чтобы малейшее увеличение их вызывало ‘уже сколь- 
‘зящее движение колес по рельсам *. 

К такому же правилу пришли и техники зусто практическим путем. 


1 Одна из главных рабог по этому вопросу принадлежит Пуглас Гальтону. 
:орый производил ппыты на леглиНских железных лорогах. 
# Стр. 301 указанной выше статьн Н. П. Петров - 
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ОБЩИНЕ ЗАКОНЫ ДИНАМНЕИ. ЗАКОН КОХИЧЕСТВ 
ДВИЖЕНИЯ Н ЗАКОН ЖНВЫХ СИХ 


79. Ирименение иринцииа отверления в динамике. Так как 
законы и уравнения динамики получаются из законов и уравнений ста 
тики, с введением в них сил инерции, то мы можем и в динамике при- 
менять принцип отвердения, которым часто пользуются в статике. Усло- 
вия применения в обоих случаях одинаковы: система не должна иметь. 
внешних связей, соединяющих ее с телами, не входящими в состав 
системы; или если такие связи существуют, то их нужно уничтожить 
и заменить силами и, таким образом, освободить систему. Тогда для нее 
оказываются возможными такие же перемещения, как для твердого тёла, 
а следовательно; можно применять условия равновесия твердого тела. 

Итак, освободив систему и прибавив к внешним силам еще и силы 
инерции, мы можем для любой системы применять уравнения равновесия 
твердого тела. Этим путем получим общие теоремы, справедливые для 
произвольной системы; это будут общие законы динамики системы. 

Условия равновесия твердого тела препставляются шестью уравнени- 
ями, выполнение которых необходимо и достаточно для равновесия: 
суммы проекций влешних сил на координатные оси должны быть равны 
нулю, и суммы моментов сил относительно трех координатных осей тоже 
должны быть равны нулю. Соот. етственно этому получим в динамике 
шесть уравнений: первые три будуг выражагь, чго суммы проекций 
внешних сил и сил инзриии равны нулю; остальные три устанавливают, 
что суммы моментов внешних сил и сил инерции тоже равны нуло. 
Внутренние силы, т, е. связи системы, не входят ни в одно из этих урав- 
нений, так как исключаются уже во ‘время самого составления уравнений. 

Разбор первых трех из этих уравнений даст закон количеств 
движения, а разбирая остальные три уравнения, можно получить закон 
моментов количеств движения. 

50, Вывод закона количеетв движения. Вместо того чтобы поль- 
зовзться принципом отвердения, мы выведем этот закон другим путем, 
самым элементарным. Вывод будет состоять в обобщении законов наиболее 
простого динамического явления — падения тяжелых тел. Такой прием 
соответствует историческому ходу развития науки; законы механики сна- 
чала подмечали на самых простых случаях, а потом обобщали их. Так, 
начало возможных перемещений было найдено на рычаге, блоках и дру- 
гих простых машинах. Декарт высказал общий закон сохранения коли- 
чест, движения, основываясь на свойстве инерции и Законе отраженит 
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при ударе. Мопертюн, разбирая законы трех простых световых явлений 
(прямолинейное расиространение света, отражение и преломление света) 
и обобщия их, получил начало наименьшего действия как общий закон 
природы и т. д- 

Для скорости © вертикально падающего тяжелого тела, когда началь- 
ная скорость равна нулю, имеем известный закон: 


= 21 


(«— ускорение тяжести, / — время). Если же была начальная скорость 
х, то имеем приращение скорости: 


9— = 
или, умножая на массу тела пе 
о — ти = Ш. 
Вместо произведения #57 подставим равный ему вес тела Р и получим: 
Ре [СУ 


Произведение массы на скорость называется количеством движе- 
ния тела, разность и’ ии» представляет увеличение количества дви- 
жения, происшедшее за время / или количество движения, приобре- 
тенное за время 2. Произведение силы Р на время & назовем импуль- 
сом, илн толчком, силы. Принимая эти термины, мы можем прочитать 
ур внение (41) в форме следующей теоремы; 

Количество движения, приобретенное телом за из- 
вестное время, равно импульсу, нли толчку, силы, сооб- 
щенному телу за то же время. 

Для падающих тяжелых тел эта теорема и уравнение (41) не дают 
ничего нового; это известные законы падения тяжелых тел, высказанные 
в другой форме. Но примем уравнение (41) за тип,”под который поста- 
раемся подвести и более сложные явления, . 

Во-первых, движение часто бывает не прямолинейное, а криволиней- 
ное. Это усложнение мы устраняем тем, что разлагаем движение на три 
ко рдинатные оси, т. е. заменяем криволинейное движение тремя прямо- 
линейными. Уравнение (41) применяем к любому из этих трех движе- 
ний; Р будет означать: проекцию вилы на соответствующую координат- 
ную ось; и 9, будут означать скорости по направлению той же оси. 

Во-вторых, сила Р может оказаться не постоянной, а изменяющейся 
с течением времени. Тогда уравнение (41) нельзя применять к конеч- 
ному промежутку времени №, а только к бесконечно малому промежутку 41. 
Полное же время & разделим на бесконечно малые части 4Ё, и для каждой 
из этих частей напишем уравнение такого вида, как (41). Сбозначая 
последовательные значения скорости для этих частей через 


ту — ти 


бота", И, 
+ последовательные значения переменной силы через 


Р,Р,, Р", ..., Рь - 
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получаем ряд уравнений; 


. та — т Рак 
то’ — то == Р'4Ь 
то" — то’ Р" 4 


т тон = В, 


Сложим все эти уравнения; в левой части равенства получим по сокр?- 
щении: 
ти т, 


где э, — начальная скорость, а У— окончательная скорость, 
В правой части равенства получается сумма бесконечно большого числа 


членов: 
Ра р"... ЕР, а 


раи- 


Чтобы сократить письмо, примем для этой суммы символическое обо- 
значение: 


|! 
\ Раг 
:0 
Следовательно, результат сложения будет: 


тУ— то 


' 
ра | 2) 
Левая часть означает количество движения, приобретенное массою м 
за время 2; правая может быть названа суммою толчков (импульсов), 
полученных этой массой за то же время от переменной силы Р. 

До сих пор мы считали, что имеем дело с одной массой шт, т. е. 
< одной материальной точкой. Теперь переходим к произвольной мате- 
риальной системе, т. е. любой совокупности материальных точек. Пре- 
жде всего освободим эти точки, т. е. заменим все взаимные связи их внут- 
ренними силами. Тогда можно считать каждую точку свободной, отделен- 
ной от прочих, и применять к ней уравнение (42); но теперь Р означает 
сумму проекций внешних и внутренних сил, приложенных к точке . 

Напишем уравнения вида (42) для каждой материальной точки нашей 
системы и сложим все эти уравнения. Употребляя для обозначения суммы 
символ У, получим уравнение; 


Яти— Хто, 2 [рае }. (43) 


Левая часть равенства содержит в себе сумму количеств движения, 
приобретенных, отдельными точками. В правой — находится сумма толч- 
ков (импульсов), сообщенных всеми силами, действующими на точки, 
входящие в состав системы. Уравнение это выражает теорему: 

Количество движения, приобретенное всей системой 
по какому-нибудь направлению (т. е. по направлению какой- 
нибудь координатной оси), равно сумме импульсов, сообщен- 
ных всеми силами по тому же направлению. 
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Эта теорема и представляет закон количеств движения. Он изобра- 
жается тремя уравнениями такого вида, как (43), т.е. по одному уравнению 
для каждой координатной оси. 

81. Закон живых вил. Оставим на время закон количеств движе- 
ния и выведем закон живых сил. Эти два основные закона очень удобно 
рассматривать параллельно и сравнительно; выяснив сходство и разли- 
чие их, мы увидим, в каких случаях должен применяться тот или другой 
закон. 

Закон живых сил мы получим, также исходя из простого явления — 
падения тяжелых тел. Когда путь, пройденный падающим телом, есть Л, 
то скорость падения у получается из формулы: 


9 22а, 

если начальная скорость была равна нулю. Если же имелась начальная 
скорость 9, то по прохождении пути й получается скорость ©, опреде- 
ляемая уравнением; 


== 2ей. 
Умножая на массу падающего тела м, получим: 


то? тор 
тк, 


2 


или, заменяя произведение 7:5 весом тела Р: 


пни? 2 
7—5 =РА. (44) 


Половина произведения из массы на квадрат скорости называется 
живой силой движущегося тела !, Разность 


стоящая в левой части уравнения (44), есть приращение живой силы, 
происшедшее на пути А. 

В правой части равенства (44) находится произведение силы на 
пройденный путь. Оно называется работой силы Р, произведенной ею 
на протяжении пути #. 

Приняв эти термины, мы прочтем уравнение (44) в виде следующей 
теоремы: * 

Живая сила, приобретенная телом при прохождении 
известного пути, равна работе, произведенной силой 
на протяжении этого пути. 

Для падения тяжелых тел эта теорема не дает ничего нового; она 
только выражает другими словами давно известные законы явленля. Но 


1 «\в Ума». Термип-этот ведет свое начаяо от Лейбница. Но прежде часто 
называли живой силой произведение ио?, а не половину его. 
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для нас уравнение (44) имеет значение как тип, под который мы поста- 
раемся подвести гораздо более сложные случаи движения, 
Первое усложнение состоит в том, что движение часто бывает не 
прямолинейное, а криволинейное, Мы знаем, что тогда ускорение по 
а 
касат льной равно производной от скорости по времени 1. 
Но, с другой стороны, мы получим то же ускорение, если возьмем сла* 
гающую Рсозф внешней силы по касательной и разделим ее на массу 
движущейся материальной точки ли. Приравнивая эти два выражения, полу* 
чим для криволинейного движения: 


40 __ 2 505 
а шв * 
Между тем для прямолинейного движения получается: 


р 
. пи" 

Единственное различие между этими двумя выражениями состоит в том, 
что в случае криволинейного движения вместо полной силы Р стоит 
ве проекция Р 05:2 на касательную к пути. Такое сходство указывает, 
что все выводы относительно величины скорости, полученные для прямо- 
линейного движения, можно прямо применить и к случаю криволиней- 
ного, заменив лишь силу Р ее проекцией Рсо$9. Поэтому мы можем 
сделать это и с уравнением (44) и получим: 


(#5) 


Условимся здесь называть работой силы произведение Р с05®.й, 
тогда уравнение (45} может быть прочтено в форме буквально той же 
самой теоремы, как и уравнение (44} для прямолинейного движения. 

Введем дальнейшее усложнение: пусть сила Рсоз® не постоянная, 
а изменяется на протяжении пути #. Тогда уравнение (45) можно при- 
менлть только на протяжении бесконечно малого пути 4й. Весь путь # 
разделим на бесконечно малые части 4й и применим уравнение (45) для 
каждой из этих частей. Последовательные значения скоростей назовем 
буквами: 


ое т, ор -уль И, 


а значения силы Рс0оза для последовательных частей полного пути # 
пусть будут: 


Рсоз$, Р, с05$,.-.,Р. 605 


Тогда получим ряд уравнений: , 
таз 


р =Р со 9-ай, 
р 

. 7 = Р! с05 ай, 
2 

Ро = Р.соз Ч, ЧИ, 


— 1 = „сов, ай. 
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Сложим все эти уравнения; в результате в левой части, по сокра- 
щении, получим: 


дну? 


т. е. живую силу, приобретенную на протяжении всего пути А. В правой 
же части получим сумму элементарных работ, т. е. сумму работ, про- 
изведенных силою на протяжении элементов пути. Число членов суммы 
бесконечно большое, и для обозначения ее примем символ; 


\* Реозз ай. 
, 


Итак, суммирование даст нам уравнение: 


туз _ м 


2 2 


\ир соз фай, (46) 


которое на слозах выражается той же теоремой о живой силе, как и 
прежде, а именно, указывает на равенство между приобретенной живой 
силой и работой. 

Наконец, введем последнее усложнение: вместо одной материальной 
точки введем произвольную механическую снстему. Ее можно рассматривать 
как совокупность произвольного числа материальных точек; заменяя все 
внешние и внутренние связи силами, мы можем каждую из этих точек 
считать свободной, и, следовательно, можно для каждой из них написать 
уравнение такого же вида и содержания, как (16). Напишем все эти 
уравнения и затем просуммируем их. Обозначаз суммирование знаком Х, 


получим: 


Хтуе _ Ханн ха 
"т -— и =. Рой. (#7) 


Это уравнение выражает закон жнвых сил для системы: 

Живая сила, приобретенная всей системой на протя- 
жении известного пути, равна сумме работ, произве- 
денных на этом пути силами, приложенными ко всем 
точкам системы. 

83. Сравнение завона количеств движения с завоном живых 
‚вил. Как в тот, так и в другой нз этих законов вход.т скорости дви- 
жения — начальные и конечные. В этом состоит сходство двух законов, 
Посмотрим, в каких отношениях они различаются между собою; такое 
сравнение укажет нам, когда нужно применять первый закон и когда — 
второй. 

В уравнение количеств движени: входят проекции сил, умноженные на 
элементы времени, и для каждой материальной точки сумма импульсов 
представляется бесконечной суммой: 


РРР... 
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Если проекции сил выражаются как некоторые функции въемени, то 
така бесконечная сумма изобразится определенным интеграло» 


ра, 
, 


нижний предел которого соответствует начальному моменту времени, а 
верхний — оконпательному. Такой интеграл может быть найден, причем 
или мы получим точное выражение его в известных функциях, или вы- 
разим его величину приблизительно, при помощи формул для квадратур. 
Если это относится ко всем материальным точкам системы, то вторая 
часть уравнения (43), т. е, 


Хр 


будет найдена, и, следовательно, мы получаем уравнение, в которое вхо- 
д.т не ускорения, как в начале Даламбера, а скорости Это уже 
. будет интеграл уравнений движения; итак, в этом случае закон ко- 
линеств движенич может быть назван интегралом количеств дви- 
женил. 
Обращаясь к уравнению живых сил мы встречаемс! с бесконечной 
суммой, в которой проекции сил умножаются на элементы пути: 


Рсозф ав ЕР" сов ай -... 
Если проекции сил представл иот известные функции пройденного пути, 
то эта бесконечная сумма изобразитс, определенным интегралом: 


А 
{ Рсоз? а; 
. в 
пределы интегрирования — начальное и окончательное положение дви- 
жущейси точки. Такой интеграл может быть найден. Вели это относится 
ко всем точкам системы, то мы получим сумму работ всех сил 


(“урсозт ай 
Ы 


и будем знать ее величину. Тогдё уравнение (47) будет интегралом 
уравнений лвижения, зто — интеграл живых сил. 

Итак, оба наши закона дают интегралы уравнений движении; закон 
количеств двяжени: дает такой интеграл, когда проекции сил суть 
функции времени; закон живых сил дает интеграл в тех случаях, когда 
проекции сил представляют функции пройденного пути. Этим определхется 
выбор того или другого закона для решени: частного заданного вопроса. 

Укажем для примера на задачу. внутренней баллистики: знат давле- 
ние пороховых газов в пушке, найти скорость, с которой снаряд вылетит 
из орудия. Давление пороховых газов во время выстрела — не постознное, 
а изменяе`ся по некоторому закону; явление это исследуется опытом 
при помощи различных приборов. Иногда эти приборы автографические, 
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т. в, сами черт.т днаграмму, изображающую постепенное изменение дав- 
лени:. Предположим, что мы имеем прибор, который изображает изме- 
нение давления в зависимости от времени. Тогда для нахождения скорости 
вылета снарлда мы должны воспользоваться законом количеств движенил. 
Но если наш прибор показывает давление пороховых газов в зависимости 
от пути, пройденного снарядом по каналу орудия, то нужно обратиться 
к закону живых сил; пользуясь им, найдем скорость. 

Закон живых сил приходится применять довольно часто, так как мно- 
гие силы природы суть функции расстояния. Такова, например, сила 
всемирного тяготения; вероятно, таковы же и многие молекулярные дей- 
ствия. Очень расиространенная физическая гипотеза, велушая свое начало 
со времен Ныюотона, допускает, что все, вообще, силы природы имеют 
такой характер, т. е. зависят только от расстояний между матерпаль- 
ными частицами. Принимая эту гипотезу, мы получаем обширную область 
применения закона живых сил, ” 

Но на практике, пользуясь разными приборами и искусственными сред- 
ствами возбуждения движения, мы нередко получаем силы как функции 
времени. Это в особенности часто встречается теперь с расиространением 
мащин переменного тока, пользуясь которыми получают силы, изменяю- 
щиеся по закону; 

Р==АзтА {18} 


{{— врем» 4, А — постоянные), или по закону, изображающемуся сум- 
мой членов такого вида, как (48), ио с различными численными вели- 
чинами коэфициентов А, А. В этих случаях нужно обращаться к закону 
количеств движения. 

Когда сила постоянная, то можно безразлично применять как закон 
количеств движения, так н закон живых сил. 

$3. Накио неизвестные псключаютея ири соетандении урав- 
нений количеств движения и живых свл. Легко видеть, чго при 
составлении уравнения количеств двиязсния исключаются все внутренние 
силы. "Это есть следствие третьего закона Ныотона, т. е. разенства 
между действием и протнводейстзием. Внутренние силы в системе будут 
„всегла встречаться по две равные и противоположные. Когда же состав» 
ляем импульс силы, то берем проекцию силы и умножаем ее на элемент 
времени; эти выражения для двух равных, но противололожных, сил будут 
равны, но с обратными знаками. Следовательно, эти два импульса взаимно 
сократятся, и все внутренние силы исчезнут из уравнения количеств 
движения. Такое исключение значительного числа неизвестных, притом 
таких, которые трудно определить, указывает на особое значение закона 
количеств движения и на важность его для приложений. 

Обращаясь теперь к уравнению живых сил, видим, что в него будут 
входить работы внутренних сл, т.е. проекцни сил, умноженные на переме- 
щения тех точех, к которым силы приложены, Лействительн ', хотя взаимо- 
дейсгвия двух мапернальных точек равны и прямо противоположны, но 
пер:мещения этих точек могут быть неодинаковы. Тогда работы двух 
взалмных сил не б.дут равны межлу собою и, следовательно, не про- 
изойдет сокращения этих работ и исчезновения внутренних сил из 
уравнения, Итак, говоря вообще, внутренние силы не исчезают из 
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уравнения живых сил. Но мы увидим в тринадцатой беседе, что в заст” 
ных случаях такое исчезновение происходит, и тогла уравнение живых 
сил приобретает особое значение. 

Из уравнения живых сил исчезают те внешние силы, которые при- 
ложены к неподвижным точкам; действительно, работа этих сил всегда 
равна нулю. Сюда относятся многие реакции опор 
и тому подобные силы. Применяя уравнение живых 
хил, мы их исключаем и можем совершенно игно- 2 
рароваль эти резкцим, 

Так как работа силы Р для перемещения 5 
{фнг. 106) равна произведению Р с0$ $.5,. то эта 
работа  обра'цается в нуль в случае, когда 


= 
угол $ разей д, Следовательно, при составлении о 
уравнепия живых слл исчезнут все те силы, которые в 
перпенцикулярны к перемешщениям своих точек $ . 
приложения. Вот еще разряд сил, исчезающих из Фиг. 106. ` 


этого уравнения, чем упрощается решение. 

Межлу тем, импульс силы, приложенной к неподвижной точке, не 
равен нулю. Также не обращается в` нуль импульс той силы, которая 
перпендикулярна к перемещению. Следовательно, эти два разряда сил 
не исчезают из уравнения количеств движения. Например, реакции не- 
подвижных опор бузут входить „в эти уравнения явным образом. По- 
этому уравнение количеств движения может быть применяемо для нахо- 
ждения таких реакций, и в этом состоит его значение для приложений. 
Уравнение живых сил для такой цели вовсе непригодно, так как реакции 
в него совсем не входят. - 

Вот, например, вопросы, для решения которых следует применять 
уравнение количеств движения: 

а) В кинетической теорни газов мы считаем, что давление 
таза на стенку сосуда получафуся вследствие ряда ударов, производимых 
частинами газа на стенку. 9. определения 
такого давления отделим часть аё {фиг. 107) 


от остально?Ро сосуда и приложим к ней удер- а 
живающую силу № она и представит иско- х 
мое давление. Система наша будет состоять 

из этой части стенки и ударяющих в нее 5 

частиц газа; к этой системе прикладываем 

закон количеств движения по направлению Фиг. 107, 


перпендикуляра к 22. При этом силы, раз- 
зивающиеся в местах удара частиц газа о стенку аб, исключаются, так 
как это внугренние силы; нам не нужно знать ни величин, ни законов 
для зтих сил. Это исключение очень упрощает вывод. Как известно, в 
результате получается комбинированный закон Мариотта и Гей-Люссака. 
В) Скорость, с которой передается давление в твер- 
дом теле. Пусть на конце бруска (фиг. 108} приложена сжимающая 
сила Р. Сжатие, производимое ею, передается по длине бруска постепенно, 
от одного конца к другому, с некоторою скоростью, которую желаем опре- 
делить. Положим, что по прошествии’ времени # сжатие будет передано 
до сечения 24. Применим закон количеств движения по направлению 


В Валалы о мехоныка, 
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силы Рок части бруска абс, и будем рассматривать движение этой 
системы в течение времени Ё. Здесь мы имеем одну внешнюю силу Р. 
Все же силы упругости, появляющиеся в 
афеф вследствие сжатия, исключаются, так 
как это внутренние силы. Получается 
очень простой вывол, в результате кото- 
рого находим известный зако я 
Фиг. 10$. Скорость распространения 
сжатия (или растяжения) равна 
корню квадратному из коэфиццента упругости мате- 
риала, разделенного на плотность. 
<} Давление, производимое на сосуд жидкостью, про- 
текающей через него (фиг. 109). Положим, что мы желаем опреде- 
лить величину этого давления по вертикальному направлению иди, наоборот, 
обратную искомому давлению вертикальную реакцию Х. 
А опоры, которая удерживает сосуд, Здесь нужно рас- 
сматривать количество движения по направлению Х. Все 
давления между текущей жидкостью и стенками с0- 
суда представляют внутренние силы, которые иоэтому 
исключаются из уравнения. Следовательно, избрав для 
решения нашего вопроса закон количеств движения, мы 
избавляемся от необходимости разбирать все эти давле- 
Фиг. 109, ния и искать их значения. 
Нужно принять во внимание, что давлёние жидкости 
ва время движения не всегда следует гидростатическому закону 1, по- 


в ей 


А 


Фиг. 119. 


этому, если бы пришлось рассматривать давления, то это повлекло бы 
за собою очень значительные усложнения, а вследствие сложности 
выводов нередко В этом вопросе делали ошибки 
и приходили к неверным результатам. 

@ Применяя закон количеств движения, ре- 
шают в гидравлике следующие вопросы: найти 
давление, ‘производимое движущейся струей 
воды на прямую лопатку (фиг. 110, 111) или 
на ковш колеса Пельтона (фиг. 112}, или 

Фиг. 113. найти реакцию вытекающей струи на сосуд, 

содержащий жидкость (фиг. 113), и т. д. 

И здесь достигается исключение давлений между водою и лопаткой, или 
ховшом или сосудом. 


3 м. 548. 
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84. Векториальный характер вакола кодичеств движения. 
Выводя этот закон, мы разложили движение на три координатные оси 
и рассматривали отдельно каждую из трех проекций; полученное уравне- 
ние (43) относится к одной из них. 

Такое же уравнение мы можем‘ написать и для двух других коор- 
динатных осей, и вообще для любого постоянного направления, причем 
в каждом из таких уравнений величины И, ити, булут представлять 
собой проекции количества движения точек системы н1 это направле- 
ние, а Р — проекцию силы на то же направление. Иначе дело обстоит 
с живой силой. Из формул (44), (45), (46) и (47) видно, что живая сила, 
как величина, равная работе силы, не имеет йаправления в пространстве 
(потому что работа не обладает направлением), и в этом заключается 
еше одна черта различия между уравнением” количеств движения И 
уравнением живых сил. В первое входят величины, имеющие опре- 
делевное направление; количества движения суть векторы. Между тем, 
живая сила не есть вектор; она относится к разделу скаляров, вели- 
чин, не имеющих направления. 

Для избежания недоразумений заметим, что можно было бы вывести 
уравнение количеств движения так же, как мы выводили уравнение 
живых сил, т. е. нё разлагая криволинейное движение на три прямо- 
линейных, а рассматривая полную величину скорости. 

Известно, что произведение массы на ускорение равно силе, т, е. 


ти -=Р, ‘ 


тде № есть ускорение. Но так как полное ускорение есть предел отно- 
щения геометрической разности скоростей к соответствующему 
промежутку времени, при условии, что промежуток времени стремится 
к нулю, т. е. 


то можно написать ` 


Умножая его на 4Ё и интегрируя в пределах от нуля до & получим 
для одной материальной точки: 
й : 
ту—тиь=\ Ра (49) 
, $ 

причем в левой части (49) стоит уже геометрическая (векторная) раз- 
ность количеств движения, а в правой — геометрическая сумма всех эле- 
ментарных импульсов за промежуток времени от нуля до & Написав 
такое уравнение для каждой точки системы и сложив эти уравнения, 
получим: : 


Х\ рае. (50) 


Ушу — Ут, 


р 
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Геометричёская сумма количеств движения всех точек системы в дан- 
ный момент называется количеством движения системы; что же касается 
выражения ХР, стоящего под знаком интеграла в правой части (50), 
то оно представляет собой геометрическую сумму элементарных импуль- 
сов всех сил, действующих на точки системы, Но так как в сумму ХР 
входят все как внешние, так и внутренние силы, действующие на точки 
системы, причем внутренние силы попарно равны и противоположны, то 
внутренние силы из этой суммы исключаются, и остаются только внеш- 
ние; поэтому правая часть (50) есть сумма элементарных импульсоз 
внешних сил, ` 

Уравнение (50) выражает собой теорему: Количесто движения, 
приобретенное всей системой (в геометрическом смы- 
сле} равно геометрической сумме импульсов, сообщен: 
ных внешними силами. . 

85. Сохранение количеств движения. Важный частный случай 
получается, когда имеем систему, на которую не действуют внешние 
силы. Тогда, так как внутренние силы исключаются, уравнение (50) 
получает вид: ^ 


Хиу Хим ==0, иди му ии, 


т. е. количество движения всей системы не изменяется 
с течением времени; оно сохраняет свою начальную величину, 
В этом состоит закон сохранения количеств движения. 

86. Несколько исторических замечаний. Декарту принадлежит 
первое указание на закон сохранения количеств движения, как на основ- 
ной мировой закон. В своих соображенинх он исходил из простейших 
явлений удара тел, отражения шарика после улара его о плоскость; 
присоединяя к этому закоя инзриии и обобщая, оп вывел заключение 
о сохранении количества лвижения в природе. Но Декарт предло- 
лагал, что постоянным остается абсолютное количество движения, 
и не заметил, что количество движения есть величина векто- 
риальная *. Такой недосмотр вполне объясняется, если вспомним, 
что в то время еще не был вполне установлен даже закон параллело- 
грама сил, т. е. в науке еще не определилось общее понятие о век- 
ториальных величинах, . ` 

С нашей современной точки зрения представляется странным соста- 
вление такого широкого обобщения, как закон сохранения количества 
движения в природе, на основании очень небольшого числа замеченных 
явлений. Но Декарт в своих выводах, сюда относящихся, основывался, 
главным образом, на метафизических соображениях: на закон сохра- 
нения количества движения в природе ‘он смотрел 
как на необходимость, вызываемую тем, что мир соз- 
дан богом, а бог никогда не изменяет свой способ 
действия и сохраняет мир с тем же самым количе- 
ством движения, с каким он его создал, 


— в 


1. См. Непг! Вомаззе, итобисвоп & Рёиае «4$ Чнбоце$ 4е [8 Мёсашчие, 
1895 г. 
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Такой способ рассуждения был довольно распространен в ХУИ сто- 
‚летин. Самые широкие обобщения делались на основании очень пеболь- 
шого числа фактов; метафизические соображения имели первостепенное 
значение и пользовались общим доверием. Возражения прогив подобных 
выводов представлялись только крайпими скептиками; но и много позже, 
в ХУШ столетии, даже замечательные ученые продолжали руководство- 
ваться метафизическими соображениями. Самый интересный факт в этом 
направлении в области дннамикг представляет открытие начала нан- 
менышего действия, сделанное Мопертюи в 1744 г. Этот знаменитый 
ученый вывел наззанноз общее начало механики, основываясь исключи- 
тельно на следующих трех явлениях света; а) прямолинейное распро- 
странение света; 5) отражение света; с) преломление света. Он придер- 
живался теории истечения и на хвленил света с :отрел, как на чисто меха- 
нические, как н1 движение части эфи- 
ра. Мопертюн старалст связать законы р, 
перечисленных явлений, выразить их 


одной общей теоремой; в результате 
такого стремления он пришел к началу 14) 
наименышего действия. Но для того, а 
чтобы это начало могло дать известный 
закон  преломлени; спота, Мопертюн 
принужден был допустить, что скорость 
света в более плотной среле больше, 
чем в менее плотной. Подведя указан- 
ные три явлениз под одия закон, Мо- 
пертои лалег уже соворшенно логмати- 
чески ставит начало навменышего дей- 
ствия как общий мировой закон для 20 
всех движений, встречпющихся в при- 

роде. Фиг. 14. 

Таким образом общий ззкон дина- 
мики, охватывающий взе случан ‚движениях, был выведен на основании 
того, что было ивпестно из опыта относительно трех простейших явле- 
ний света. 

Мопертюи, подобно Декарту, выводл общий закон движения, оснозы- 
вался, главным образом, на метафизических взглядах касательно целесо- 
образности природы, на том соображении, что в природе .всакий ре- 
зультат достигается простейним путем, что природа представляет наилуч- 
ший из всех возможных миров и т. д. 1. 

51. Иример приложения закона количеств движения. Раз- 
берем до конца вопрос о давлении, производимом на сосуд водой, ко- 
торая про-е ‹лет через него. 

Примем слелующую постановку задачи: вода течет по трубе абсл 
(фиг. 114) непрерывной струей, заполняя вплошь всю трубу, притом 


1 См. собрание сочинений Мопертюи, «Оецутез 4е М-г 4е Маирегиз», попуеПе- 
«ашол, Гуоп 1736, Мемуар, в котором доказано начало наименьшего действня, 
находится в [У томе этого собрания и носит заглавие: «Ассог@ 4е5 Ч вгенез Юю5х 
Чел пабе, аш пуарелё )цздиче! раки тлеотрабЫез»; он был прочитан в заседавии 
Оарижской академии наук 15 апреля 1744 г. 
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з , 
движение установившееся. Этим термином обозначают такое дви- 
жение, при котором в каждой точке внутри трубы явления не переме- 
няются с течением времени, а остаются постоянными, т. е. в каждой 
точке давление, а также величина и направление скорости, остаются 
неизменными. 

Пусть через каждое сечение трубы протекает в секунду объем воды @. 
Труба сделана неподвижной посредством прикрепления ее к опоре. 
Требуется определить вертикальное давление, производимое трубою на 
опору, или, наоборот, найти обратную этому давлению реакцию 
опоры Х. . 

Вода вступает в трубу в верхнем отверстии ее аё (площадь которого 
назовем Ё‚) со скоростями У, направленными перпендикулярно к аф и 
наклоненными к вертикали под углом а,. Постоян:об давление в этом 
сечении назовем ру; оно совпадает с направлением скорости И,. 

Вода вытекает из нижнего отверстия 64; площадь этого отверстия, 
скорость воды в нем, угол наклона ее и давление жидкости в’ отверстни 
назовем теми же буквами, что и для верхнего отверстия, но только 
с другим подстрочным индексом, а именно, примем обозначения: А, И, 2. ,р+- 
Здесь давление р, на воду, заключающуюся в трубе, прямо противопо- 
ложно скорости У, 

Заметим, что гавлення ру и р, иногда представляют действие атмо- 
сферы, Но ® некотор® : случаях эти давления могут значительно отли- 
чаться от атмосферного Это будет, например, в том случае, когда вода 
втекает в отверстие аё из особого резервуара, наполненного жидкостью; 
истечение воды из с4 тоже может происходить не в атмосферу, а 
в особый ; езервуа›, наполненный водою и находящийся под некоторым 
напором, 

Чтобы найти вертикальную реакцию Х, напишем для оси Л’ урав- 
нение количеств движения для созокупности сосуда @абсф и жидкости, 
его наполняющей. Так как движение установившееся, т. е. в каждой 
точке явления не изменяются с течением времени, то вет надобности 
брать в рассмртрение продолжительный период времени. Достаточно 
рассмотреть очень небольшой и даже бесконечно малый промежуток 
времени 4#; так мы и сделаем н напишем уравнение количеств движения для 
этого бесконечно малого времени. Для этого нужно прежде всего вычис- 
лить количество движения, приобретенное жидкостью @6с{ в течение 
времени 4# по вертикальному направлению. Составим выражение для 
этого количества движения. 

За время‘ жидкость, наполняющая сосуд абс4, получит бесконечно 
малое перемещение; частины, которые лежали в сечении аф, займут 
положение аф’; частицы, которые занимали выходное сечение с4, перейлут 
в положение с,4;- Подобным же образом передвинутся и прочие частицы 
воды. Перейдя в другие точки трубы, эти частицы изменят свои ско- 
рости, так как в разных местах по длине трубы скорости, вообще говоря, 
неодннаковые. Совокупность всех этих изменений для всех частиц 
воды, наполняющей сосуд, и доставит полное изменение количества дви- 
жения. р 

Пользуясь тем обстоятельством, что движение установившееся, мы 
можем очень просто определить это полное изменение количества движе- 
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ния, происшедшее за время 4. Для этого заметим, что начальное количе- 
ство движения всей жидкости а6с4 можно рассматривать состоящим из” 
двух частей: первую часть составляет количество движения объема воды 
афа’№, а вторую часть — количество движения объема а’б'с4. 

По прошествии времени &# наша жидкость занимает объем а’5'с.4,; 
ее количество движения можно рассматривать состоящим из двух частей: 
первую часть представляет количество движения части с4е.4., а вторую 
часть — количество движения части а’'64. 

Из этого описания видно, что вторые части количеств движения 
одинаковы для начала и конца промежутка 4#. Следовательно, изменение 
количества движения, происшедшее за это время, определяется разностью 
количеств движения объемов воды с4с.4, и аба’’. . 

Эти объемы одинаковы, гак как через каждое сечение трубы про- 
ходит одинаковое количество жидкости, а именно, @ в единицу времени, 
т. е. за время 4# пройдет объем @аЁ 

Масса этой воды получается умножением ее объема, т. ве. @ 2 на 
вес единицы объема '] и делением на ускорение тяжести &- Чтобы 
получить изменение количества движения по вертикальному направлению, 
нужно массу умножить на разность вертикальных проекций скоростей, т, е. 
на И, соб а, — У, с05 а. ы 

Окончательно находим нужное нам изменение количества движения 
в таком виде: 


ет ЧЕ(У, 05а — Уьс0$ @4). [3] 


Перейдем теперь к составлению суммы импульсов внешних сил. 

Мы уже знаем, что взаимные давления между частями жидкости @6с4, 
а также давления между текущей жидкостью и сосудом, представляют 
внутренние силы нашей системы и потому не войдут в наше уравнение. 
В него необходимо ввести следующие внешние силы: а) вес жидкости и 
сосуда; их совокупность назовем Р; Ъ) реакцию Х. опоры на наш’ сосуд; 
эту реакцию считаем направленной вверх; с) внешние давления нд сече- 
ния аб и 64, ограничивающие нашу жидкость. Эти давления будут: 


Року РА 
а их вертикальные проекции: 
РьРосоза, АР, 60891. 


Так как мы желаем найти изменение количества движения по верти- 
кали, направленной вниз, то импульсы вертикальных сил, идущих вниз, 
должны считать положительными, а импульсы сил, направленных вверх, 
следует взять со знакой минус, Сумма всех импульсов будет: 


(Р.Р, 03 а, —- р: сова. + Р— Хуа 


Приравнивая ее выражению (51), найденному для приобретенного 
количества движения, и сокращая на 4%, найдем: 


[23 : (И: 052, — И, 059%} == рьР, сова, — р:Р; <08 21 $ Р -Х. 
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Отсюда получаем искомую реакцию № 


Х-=р,Р,соз а, —р.Е, с03а, -Р- Т (у сова, — И, соза,). 
о о Ра: тт ° р 1. 


` Это рхакция опоры на сосуд; обратное ей давление сосуда на опору 
будет иметь то же численное значение, но противоположное направлениз. 
В этом выражении первые три члена р,А, с0$ а», Р.Р, с0$ а., Р пред 
ставляют статическу ю часть давления, т. с. то давление на опору, 
когорое получнлось бы, если бы жидкость, наполияющая сосуд, не дви- 
галась. 
Последний член, т. е. ` 


(53) 


От, сова, — У, с0$ @ 
изображает прибавочное давление, происходящее от движения 
жидкости в сосуде; это—динамическое давление. Оно может быть 
положительным или отрицательным, смотря по величине вертикальных 
проекций скоростей У, соза,, И, с05 а. 

Если эти проекции одвнаковы, то динамяческое давление обращается 
в нуль. 

Мы рассматривали вертикальное давление, но совершенно тем же 
путем могли бы найти и горизонтальное давление нашего сосуда на 
опору. Динамическая часть этого давления будет, очевидно: . 


9 {Узшта, — И, 51 21). 


Эту задачу можно применять к различным практическим вопросам, 
Например, наш сосуд может феста мять трубу, по которой ведут воду 
для водопровода или дая водяного колеса. Такие трубы часто прихо- 
дится проводить по уклону горы, 
они прикрепляются к спорам, рас- 
положенным на скате. Уравнения 
наши можно применять или ко 
всей трубе, или к любой ее 
части. , . 
В заключение заметим, что 
Фиг, 115. вопросы © величине давлений, 
производимых водою в случаях, 
которые изображены на фиг, 110—113, решаются буквально так же, как 
только что было сделано. 
Призеняя закон количеств движения, мы сразу можем предсказать, 
что для трех случаев, представленных на фиг. 115, давление воды на 
лопатку в случае & будет нанбольшее, а в случае с — нанменьше в 


и 


ДЕСЯТАЯ БЕСЕДА 


ОБШИЕ ЗАЕОНЫ ДИНАМИКИ. ЗАКОН МОМЕНТОВ 
КОЛИЧЕСТВ ДВИЖЕНИЯ 


88. Доказательство закона моментов количеств движения, 
Мы уже говорили ($ 76}, что одним из приемов для получения этого 
закона может служить принцип отвердения. Нужно написать, что сумма 
моментов внешних сил и сил инерции для любой оси равна нулю. Вы- 
бирая за ось моментов поочередно каждую из трех координатных осей, 
мы получим три уравнения, разбор которых и приведет к закону, соста- 
вляющему предмет этой беседы. Вместо этого мы предпопитаем ниже- 
следующий прием вывода, в котором постепенно переходим от простей- 
ших случаев к более сложным. 

Начнем с плоского движения одной материальной 
точки. Возьмем (фиг. 116) два бесконечно близких положения этой 
точки Ми М, т, е. путь, проходимый 
в Течение бесконечио малого времени 34, 
и заметим скорости У и У’в этих по- 
ложениях. Скорость У’ можно с геомет- 
рической точки зрения рассматривать 
как проистскшую из скорости У, кото- 
рая получила некоторую прибавку. Для 
этого, проведв через М линии МА и 
МВ, равные и параллельные скоро- 
стям Уи У’, ностроим параллелограм 
МАВС, имеющий своей диагональю У". 
Составленный таким образом чертеж Фиг. 116. 
показывает, что скорость И’ есть резуль- 
тат геометрического сложения скарости У и прибавки МС. Величина МС 
называется изменением скорости; ее назовем буквою К; 

Известно, что величиной ускорения движения в точке М называется 


к 
предел \—, получающийся с уменьшением АЁ до нуля, т. е, с приближе- 
редел д; У уля, р 


нием ЛГ к М. Направлением ускорения в точке /М называется предел 
направления стороны МС нашего параллелограма. 

Выберем в плоскости движения некоторую постоянную. точку О и 
будем искать моменты различных отрезков относительно О. Понятие о 
моменте силы всем известно, но это понятие можно распространить и 
на любые другие прямолинейные отрезки, например на скорости; момент 
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их определяется и находится совершенно так же, как это делается, 
когда отрезок изображает силу. , 

Для параллелограма сил имеем, что момент ‘равнодействующей (г. е- 
диагонали) равен сумме моментов составляющих (т. е. сторон паралле- 
лограма). Теорема эта, принадлежащая БВариньону, представляет чисто 
геометрическо: соотношение, нисколько не связана с понятием о силе и 
справедлива для всяого параллелограма, чтобы ни представляли сго 
стороны. Поэтому мы „можем применить ее и.к нашему параллелограму 
скоростей МАВС. Получим: 

момент У’ = моменту ИУ-- 


омент К, 


или 


момент К — моменту У’ мемент У. 


й 


В этом выводе входит момент диагонали 18 — У’, т, е. скорости у, 
провзденной ‘через точку А{. Но здесь можчо произвести ззмену и вместо 
момента отрезка МВ вставить отрезок АРУ", т. е. скорость У", пров-ден- 
ную через точку Л. . 

При такой замене плечо момента относительно О изменится на вели- 
чину расстояния межлу МВ и МУ’, т. е. нт алину я, котораз есть 
величина второго порядка. Эго следует нз того, что как хорда 
МА?, так и угол между этою хордою и МВ, представляют бесконечно 
малые величины. Но бесконечно малую величину второго порядка мы 
можем отбросить при самом начале вывода и сохранить только члены 
первого порядка. . 

Итак, в нашем последнем уравнении можно допустить, что при нахс- 
ждении момента скорость У” считается приложенной в точке М", а ско- 
рость У— в точке М, 

Унножим обе части послелнего уравнения на массу т движущейся 
точки; получим: 


момент (тК) = моменту (туУ”) —— момент (ту). 


Произведения иУ’ и шуУ представляют количества движения массы #2 в 
положениях Ми М. У нас входят во второй части моменты этих коли- 
честв движения. Разность их представляет приращение момента количе- 
ства движения, происходящее при переходе движущейся точки из Мв ЛГ. 

Самое количество движения обозначим буквою м, а прирашение 
его — знаком 4м. Затем, деля обе части равенства на АЁ и переходя 
к пределу, получим: 

Предел момента {л2К), деленного на А#, равен пределу частного 


4% 

&: 

Но в пределе отношение К к 4 обрашается в ускорзние, а произве- 

дение массы на ускорение есть сила. Следовательно, левая часть урав- 

нения будет момент силы, действующей на массу 2. Для обозначения 
ди 


его применим букву М. Находящийся в правой части предел & будет 
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производная по времени от у, т, @. от момента количества движения. 
Итак, получаем для плоского движения одной точки уравнени 


а 
Ма, (53) 
которое выражает теорем, 

Для каждого положения материальной точки момент 
силы равен производной по времени от момента коли- 
чества движения. 

Теперь немного усложним вопрос: пусть движение не плоское. 
Тогда его можно проектировать на координатные плоскости и рас- 
сматривать каждую из проекиий отдельно. Конечно, и сила также должна 
быть проектирована на эти плоскости. На каждой координатной плоскости 
получим плоское движение; будем брать моменты относительно начала 
коордннат, или, другими словами, относительно оси, перпендикуляр- 
ной к`плоскости проектирования; например, если проектируем на плос- 
кость ^У, то моменты будем брать относительно оси 2. Все предыдущие 
выводы можно применить к такой проекции движения, и мы пэпрежпему 
получим уравнение: у 


Затем делаем дальнейшее усложнение; от материальной точки пере- 
ходим к системе, т. е. совокупности материальных точек. Введем внут- 
ренние силы; тогда каждую материальную точку можно считать свободной 
и применять к ней уравнение (53), если движения всех точек проекти- 
руются на одну и ту же неподвижную плоскость. Напишем для всех 
точек системы такие уравнения и сложим их. По обыкновению, означая 
суммирование знаком Х, получим: 


= 
ми 


Во второй части можно сумму производных заменить производной от 
‘суммы, следовательно, будет: 


хи= О ю. -. (54) 


Это уравнение выражает для любой системы следующую теорему, или 
закон моментов количества движения: 

В каждое мгновение сумма момёнтов внешних сил 
относительно некоторой оси равна производной по 
времени от момента количеств движення, взятого для 
той же оси. 

59. Газтяснение этого закона. Уравнение (54) содержит во второй 
своей части производные от скоростей по времени, следовательно, по 
отношению К координатам это будет диференциальное уравнение зторого 
порядка. Такого порядка всегда оказываются уравнения движения, по- 
лучающиеся от применения начала Даламбера. Следовательно, наше 
‘уравнение (54) пока не есть интеграл уравнения движения; это тол: ко 
модель, простая’ картина движения. Но оно во многих случаях может 
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‚быть проинтегрировано, а именно, всегла, когда сумма моментов ХМ есть 
явная функция времени. Тогда мы получаем интеграл уравнения движе- 
ния, т. е. уравнение, содержащее в себе скорости. 

Интеграл получается также для двух простейших случаев: а) когда 
ХМ величина постоянная; Б) когда ХМ == 0. В последнем случае получится: 


откуда 


т. 


[ 
© 


Е 
й 


(Си =, 


Хи == спа, (55) 


е. сумма моментов количеств движения для всей 
системы есть 
и во все время движения сохраниет свою начальную величину. В этом 
случае, т.е. ксгда ХМ = 0, получается закон сохранения 
моментов количеств движения, аналогичный закону сохранения 
количеств движения. 

* 90. Какао неизвестные исключиются при составлении урав“ 
нения моментов количеств двизкения. Прежде всего видно, что вну- 
тренние силы системы, подчиненные закону равенства между действием 


Фиг. ПУ. 


величина постоянная; она не изменяется 


и противодействием, все исключаются. В 
<амом деле, две равные и противополож- 
ные силы Р, Р’ (фиг. 117) для любой 
оси О дают моменты, которые численно 
равны, а знаки имеют противоположные; 
следовательно, эти моменты сокращаются 
при составлении суммы моментов сил. 
Итак, в уравнении (54) остаются только 
внешние силы. Такое полное исключение 
внутренних сил составляет значительное 
упрощение. 

Но и некоторые внешние силы могут 
исключаться из уравнения (54), если их 
моменты будут’ нулями. Это получится для 


всех сил, параллельных оси, а также для всех сил, пересекающих ось, Но 
выбор оси вполне зависит от нас; уравнение справедливо для всякой оси. 
Во мнсгих случаях удачным выбором оси можно достигнуть исвлючения 
значительного числа внешних сил, чем уравнение значительно упрощается, 
Для примера укажем на водяные турбины. Разбирая движение их 
с помощью закона моментов количеств движения, мы исключаем следующие 
силы: а) все внутренние силы, т. е. взаимные давления внутри жидкости, 
а также давления между жидкостью и вращающимся колесом; Ъ) если 
за ось моментов возьмем ось турбины, то исключаем реакции опор этой 


оси; если она вертикальна, 


то исключается вес воды и самого колеса, 


Такое же исключение веса происходит обыкновенно вследствие симметрии 
расположения и в турбинах, вращающихся около горизонтальной оси. 
Из этого следует, что закоп. моментов количеств движения есть тео- 
рема наиболее удобная для решения вопроса о движении турбин !. 


1 В одной из новейших работ по турбинам (Ргаз!!, Уетдеквелае Да(везисния- 
реп ап ВеаКНолв-МеЧегагискитЬ пел) я эстретил по поводу исключения внутренних 
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91. Момент спл инерции. По началу Даламбера внешние силы уравнове- 
шиваются с силами инерции, АТосмотрим на уравнение (54) с этой точки 
зрения. В левой части его имеется момент внешних сил для некоторой 
оси, следовательно, величина: 

4 
ЕВ, 


стоящая в правой части, взятая со знаком минус, представляет момент 
сил инерции относительно той же оси. 

92. Сколько уравнений даст закон моментов количеств дви- 
жения. Уравнение (54) можно применять для любой неподвижной оси, 
т. е. переменяя эти оси, можно получить сколько угодно таких уравне- 
ний. Подобно этому и уравнения количеств движения можно применять 
к любому направлению, к проекции движения на всякую ось. Выберем 
три координатные оси и напишем для них как уравнение количеств 
движения, так и уравнения моментов количеств движения; получим шесть 
уравнений. Легко убедиться в том, что дальнейшей переменой осей мы 
получим уравнения, которые представляют следствия прежних шести урав- 
нений, следовательно, не получим ничего нового. Для эфого вспомним, 
что наши уравнения получаются из принципа отвердения и представляют 
условия равновесия сил, приложенных в твердому телу. А для равновесия 
твердого тела необходимо и достаточно выполнение шести уравнений 
равновесия. Все" остальные условия равновесия, как проекции на любую 
ось, так и моменты для любой оси, будут следствиями этих шести и не 
дадут ничего нового. 

Итак, наши законы — количеств движения и моментов количеств движе- 
ния — двют нам только шесть уравнений. Когдв возможно интегрирова- 
ние т. е. если сумма проекций внешних сил и сумма их моментов за- 
даны как фувкции времени, то мы помощью этих двух законов можем 
получить не более шести интегралов уравнений движения. 

93. Момент количеств движения для твердого гела, вращаю- 
щегося около неподвижной осн. Чтобы даль более определенное 
представление о новом введенном нами понятии «момент количеств дви- 
жения», вычислим этот момент для твердого тела, вращающегося около 
неподвижной оси; эту ось и примем за ось моментов. Каждая частица 
тела ивижется в плоскости, перпендикулярной к этой оси О. Пусть угло- 
вия скорость вращения будет х. Возьмем некоторую частицу тела, нахо- 


сил неправильное толкование, которое нельзя оставить без опровержения. Автор 
полагает, что полное исключение внутренних сия произойдет только в том случае, 
когда каналы турбины совершенно заполнены водою. Если же это условие не 
выполнено, то Вэаимире уравновешивание внутренних давлений жидкости, по его 
„мнению, может и иб произойти, так как тогда «вследствие разных причин от 
свободной поверхностн жидкости, движущейся в колесе турбины, могут отделяться 
частицы, которые оказываются вие связи с остальной жидкостью. Поэтому дли 
активных турбин © вентиляцией применеяие указанной теоремы ограничено». 

С этим, конечно, нельзя согласиться; все внутренние силы исключаются ка\ 
в случае, когда вода течет сплошной струе!, так ипри условиях, когда жидкость 
разбивается на бтдельные капли. Но при разбиваний на хапли является затруд- 
нение в мычислении момента количеств движения, ‘так как отдельные частицы 
имеют различные скорости, величины и направления которых трудно определимы. 


\ 


= 
К 
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дящуюся па расстоянии г от оси и имеющую массу м. Скорость ее 
бузет в", она направлена по перпендикуляру к радлусу г. Количество 
движения нмест величину: 

иг, (56) 


а направление его совпадает с направлением скорости. Момент этого 
количества движения относительно оси О получится умножением вели- 
чины (56) на радиус г, что даст; 


оли. 


Суммируя эти величины для гсех частиц тела, получим момент коли- 
чества движения всего тела 
у в — Холи, 


нли, по вынесении за знак суммы множителя в, общего для всех чле- 
нов суммы: 


== оХли®, 

Но сумма Хши есть не что иное, как момент инерции тела относи- 
тельно оси О. Следовательно, в случае вращения твердого 
тела около неподвижной оси момент количеств лвиже- 
ния равен произведению из угловой скорости на момент 
инерции тела для оси вращения. 

94. Пришер. Цилиндр, который может вращаться около вертикаль- 
ной осн: 20 (фиг. 118), имеет на поверхности винтовой желобок; в него 
вложен маленький шарик №. Найти дви- 
жение этой системы под действием силы 
тяжести (и при отсутствии врелных сопро- 
тивлений). с 

Эта система имеет две степени свобо- 
ды. Движение ее состоит в том, что ша- 
рик опускается по желобку со скоростью И, 
а цилиндр вращается около оси с угловой 
скоростью а. Имеем две неизвестные И, в, 
которые нужно“ найти. 

Назовем угол наклона винтовой линии 

. Фиг. 118. через 9, радиус цилиндра через а, его мо- 

мент инерции относительно оси ОО через /. 

Применим закон моментов количеств движения относительно оси ОО. 
Все внутренние силы, например давление между шариком и желобком, 
исключаются. Реакция опор оси также исключается. Никаких внешних 
сил, кроме тяжести, не действует. Но тяжесть исключается из нашего 
уравнения, потому что она параллельна той оси, для которой берутся мо- 
менты. Итак, все силы исключены. Следовательно, получается сохранение 
первоначальной величины момента количеств движения. Пусть вначале 
наш прибор был в покое, т, е. начальная величина момента количеств 
движения‘ была равна нулю. Такое же значение должен сохранить мо- 
мент количеств движения и далее, во все время движения. Выразим 
это условие уравнением. 
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Момент количеств движения цилиндра равен: 
®./. 


Что же касается шарика, имеющего массу п, то он обладает скоростью И 
вдоль желобка и, кроме того, скоростью аа, так как участвует во враще- 
нии цилиндра. Горизоитальная скорость шарика будет: 


фа— Ис05 9; 


на вертикальную скорость его не обращаем виимания, так как она 
параллельна оси ОО и дает’ момент, равный нулю. Следозательно, момен- 
том количества движения, соответствующего горизонтальной скорости, 
будет: 

ат(оа — И соз $). 


Складывая его с моментом количества движения цилиндра и прирав- 
нивая сумму их нулю, получим: 


о(А- май) — атУ с059=0. (57) 


Вот одно“ из уравнений для нахождения неизвестных в, И. Чтобы 
получить другое уревнение, нужно обратиться к закону живых сил. 
Мы докончим этот пример в тринадцатой беседе. 

95. Другая форна закона моментов количеств движения. 
Эта форма прежде называлась теоремой Резаля; но потом оказалось, 
что она была найдена значительно раныше Резаля английским математи- 
ком Гейуорд. Во многих случаях 
очель удобно применять закон мо- 
ментов количеств движения именно 
в этой форме, которзя дает очень 
простую и поучительную картину 
движения. 

Для получения такой формы за- 
метим, что момент количеств дви- 
жения, как всякий момент, взятый 
относительно оси, есть величина век- 
ториальная. Подобно тому как в 
статике момент силы относительно 
некоторой оси Х. откладывается в 
виде отрезка по оси Х, так же будем 
поступать. и с моментами количеств Фиг, 119. 
движения. Величины этих моментов 
относительно трех координатных осей обозначим ц,, у. и будем откла- 
дываль их по осям Х, У, 2 (фиг. 119}. Результат геометрического сло- 
жения этих трех величин представится на чертеже вектором ОД, имею- 
щим известное направление и величину; мы его будем называть полной 
величиной момента количеств движения системы, или, еще лучше, осью 
моментов количеств движения, а также вектором моментов количеств 
движения. Начало этого вектора всегда совпадает с началом координат; 
конец его, или, иначе, конец. оси, т. е..точку А, будем называть по- 
люсом. . 


„г 
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При движении системы вектор ОА, вообще говоря, изменяет с тече- 
нием времени свое направление и величину, а поэтому полюс АД дви- 
жется. Рассмотрим движение полюса. С этой целью напишем уравнения 
моментов количеств движения для трех координатных осей. Называя 
суммы моментов внешних сил относительно осей Х, У, 2 через М, М, М, 
получим эти уравнения: 


(58) 


Говоря © движении полюса А, мы’ можем считать, что д,, Кр в, 
представляют координаты этой движущейся точки. Производные" этих 
координат, т.е. . 

. Ч: Ч Чи 

а? 1 ЧЕ 
изображают скорости дижения полюса по направлению трех коорди- 
натных осей. Уравнения (58) ‘могут быть прочитаны следующим образом: 

Скорости полюса по координатным осям равны соот- 
ветствующим моментам внешних сил, 

Если мы будем рассматривать не проекции моментов сил М, АМ, 
абполный момент Сил, т. в. гедметрическую сумму этих проекций, то 
можем истолковать уравнения (58) в форме следующей теоремы: 

Скорость полюса для каждого мгновения равна по 
величине и совпадает по направлению с полным момен- 
том внешних сил. 

В этом и состоит теорема Гейуорд-Резаля. Оказывается, что скорость 
полюса и полный момент внешних сия тождественны. Зная, как изменяется 
момент сил, имея картину того изменения, мы буквально применяем 
ту же картину к движению полюса, предсказываем это движение. 

И обратно, зная движение полюса, найдя скорость этого движения, 
мы предсказываем величину и направление полного момента внешних сил. 
; Следует обратить внимание на эту картину движения и вдуматься 
в полученную теорему. Возьмем для сравненйя движение материальной 
точки, масса которой равна единице. Оно зависит от силы, действу- 
ющей на точку, а-у нас движение полюса зависит от момента сил, 
Но особенное различие заключается в том, что ‚при движении материаль- 
ной точки величина силы и ее проекций даег величину ускорения 
движения (вли его проекций). Между тем, при движении полюса  вели- 
чина момента дает не ускорение, а скорость полюса; моменты сил 
разны скоростям полюса, Когда момент сил равен нулю, то и скорость 
полюса равна нулю, Когда момент сил постоянный, то искорость полюса 
постоянная; т. е. мы имеем здесь движение без инериии; с прекра- 
щением сил сейчас же прекращается и движение полюса. Чтобы поддер- 
живать это движение, необходимо постоянное действие сил. В этом со- 
стоит глубокое отличие движения полюса от движения “материальной 
точки. Полюс не обладает способностью сохранять свою скорость после 
прекращения силы. Можно сказать, что сила (или, точнее, момент сил) 


Фе 
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держит полюс в узде, не позволяет ему ни разбегаться, ни отсгавлть. 
Полюс принужден в точности повторять изменения силы; его скорость 
точию отражает, или копирует, эти изменения. Представим себе, что мы 
нарисовали чертеж или диаграмму, изображающую последовательные 
величины и направления момента сил; эта самая картина будет изобра- 
жать последовательные величины и направления скорости полюса. 
Положим, что мы разбираем, исследуем какой-нибудь сложный случай 
движения. Делаем некоторое предположение, догадку относительно этого 
движения и‘ желаем проверить правильность этой догадки. Для этого 
определим движение полюса; если оно не вполне согласуется с изме- 
нением момента сил, то наша догадка неверна. Наоборот, согласие мо- 
мента сил с0 скоростями полюса есть успокоительный результат. Этим 
приемом можио пользоваться при разборе слож- 
ных явлений, например движения гироскопов 
и т. п. Таков смысл теоремы Гейуорд-Резаля. 

Не следует удивляться тому, что мы имеем 
здесь движение без инерции. Полюс не есть ма- 
териальная точка, снабженная массой; он изобра- 
жает только отвлеченное представление, а тео- 
рема Гсйуорд-Резаля дает геометрическое описание 
явлений движения системы, Закон инерции не имеет 
сюда никакого отношения. Поэтому, например, по- 
люс может описывать кривые с точками возврата Фиг. 120. 

{фиг. 120), что недопустимо для движения мате- 
хриальной точки. 

96, Устойчивость движения полюса. Скорость полюса появляется 
и исчезает вместе с появлением и исчезновением сил, и величина 
этой скорости пропорциональна этим силам (точнее, их моментам). Пе- 
ремещения же определяются скоростями и временем. Цозтому удары 
и другие так называемые мгновенные силы, т. е. силы, действующие 
в течение очень короткого времени, могут только очень мало изменить 
движение полюса. Другими словами, это движение обладает свойством 
устойчивости: оно мало изменяется от действия случайных сил— ударов, со- 
трясений. Но эта устойчвость отличается от всем известной устойчи- 
вости при равновесии. Когда тело, находящееся в устойчивом равно- 
весии, получит удар или толчок, то оно начинает колебаться взад ‘и 
вперед около равновесного положения; колебания эти могут продол- 
жаться довольно долго после прекращения толчка. На движение же по- 
люса толчок оказывает влияние только в течение короткого времени 
своего действия, и колебаний не получается; как только прекратится 
толчок, сейчас же прекрагцается и его влияние; остающихся явлений, 
колебаний, представляющих как бы воспоминание о полученном толчке, 
полюс не показывает. 

Нужно привыкнуть к этим особенностям движения полюса, которые 
кажутся парадоксами, потому что на движение полюса часто ошибочно 
смотрят как на движение материальной точки. От такого неправильного 
взгляда происходит кажущаяся парадоксальность и движений волчка, 
гироскопа и тому подобных пряборов; они как будто бы нарушают все 
законы динамики. 


12 бесезы в моязнике 
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ПРИЛОЖЕНИЯ ЗАКОНА МОМЕНТОВ КОЛИЧЕСТВ 
х ДВНЫЖЕННЯ. ГНРОСКОНЫ 


97. Движение твердого тела, имелощего одну иеподвижную 
точку, Этот случай движения представляег поучительный пример при- 
ложения закона моментов количеств движения. Все сложныё и Дазнооб- 
разные явления такого движения хорошо уясняются и освещаются‘ нашим 
законом. Предварительно напомним основную теорему о движении твердого 
тела, которое имеет неподвижную точку: 

Всякое бесконечно малое движение такого тела 
есть непременно вращение около ыгновенной оси, 
Эта ось непрерывно изменяет свое положение как в теле, так и в прост- 
ранстве. 

Теорема эта может быть рассматриваема как обобщение теоремы Шаля, 
относящейся к илоскому движению. Здесь мы имеем движение не пло- 
ское; одна точка тела неподвижна, и всякая другая точка должна во 
все время движения не изменять своего расстояния от неподвижной, следо- 
вательно должна оставаться на поверхности шара, имеющего центром 
неподвижную точку. 

Итак, здесь движение не плоское, а сферическое. Вообразим на поверх- 
ности указанного шара любую фигуру и применим к ней буквально 
все те рассуждения, которые мы излагали в $28 для плоского движения; 
получим то обобщение, которое мы только что высказали. 

Бесконечно малое вращение около мгновенной оси всегда можно 
разложить на три вращения около трех взаимно перпендикулярных 
осей. Угловая скорость при этом заменяется тремя составляющими угло- 
выми скоростями, совершенно так же, как некоторая сила заменяется тремя 
составляющими силами. 

98. Главные оен. Мы уже объяснили (см. $ 55, а также прибавление 
к этой беседе) понятие о главной оси твердого тела. Проведя в нем три 
координатные оси Х, У, 2, составим произведение из массы частицы 
тела м на две ее координаты х2, :у2; затем сложим такие выражения 
для всех частиц тела. Получатся суммы Хжх2, Утуг. Если обе эти суммы 
равны нулю, то ось # называется главною осью тела для начала коор- 
динат. Таково определение. 

Главные оси обладают замечательными свойствами. Мы видели, что 
при ‘вращении около главной оси центробежные силы взаимно уравно- 
вешиваются, т. е. не требуют никакой дополнительной силы для своего 
уравновешинания. Вследствие этого центробежные силы не производят 
давления на опоры оби, 
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Касательные силы инерции при вращении около главной оси тоже 
не пронзводят давления на опоры этой оси, как мы это доказали в & 56. 
Этот результат можно высказать другими словами, а именно: через опору 
проведем перпендикулярно к оси вращения ОХ две координатные оси 
ОХ, ОУ. Моменты касательных сил относительно осей ОХ, ОТ равны 
нулю, если ОЙ — главная ось для точки О. 


Момент касательных сил относительно оси вращения ОХ, как мы ви- 
4% 
дели ($ 40), равен произведению углового ускорения ур на момент инер- 
ции „/ относительно оси ОЙ. . 

99. Момент количеств двизженил. Касательные силы инерции 
представляют векторы, приложенные к каждой частице тела и обладающие 
следующими свойствами: 

а) эти векторы перпендикулярны к раднусу г; 

Ъ) величины этих векторов пропорциональны массе частицы т и ра- 
лиусу г, т.е. равны произведению из т” на некоторый множитель, оди- 


Е] 
наковый для всех частиц тела, а именно: =. 


Очевидно, здесь не важна величина или алгебраическое выражение 
этого множителя, а имеет значение только одинаковость его для всех 
частиц. Так же несущественно то, что здесь идет речь о силах, а не 
о каких-либо других векторах. Статическое выражение момента и усло- 
вия равновесия моментов представляют чисто геометрические теоремы, 
в которых сила фигурирует. как геометрический линейный отрезок, т, е, 
хак вектор, и сущность понятия о силе здесь не при чем. Поэтому 
все, что только что было сказано о касательных силах, можно прило- 
жить и к любому другому вектору, обладающему теми же свойствами, 
т. е. перпендикулярному к радиусу и пропорциональному произвед:- 
нию массы на радиус. 

Эго замечание позволяет нам приложить к моментам количеств дви- 
жения то, что мы знаем о касательных силах инерции. При вращении 
около оси ОР с угловой скоростью количество движения частицы и 
будет перпендикулярно к радиусу г и равно скорости этой частицы юг, 
умноженной на массу, т. е. «тг. 

Поэтрму, если ось ОЙ есть главная ось, то моменты количеств движения 
носить перпендикулярных к ней осей ОХ и ОУ будут равны 
вулю, момент же количества движения относительно оси О булет 
равен произведению Лю из момента инерции / для оси ОХ на угло- 
вую скорость вращения ю относительно этой оси. 

Итак, для главных осей мы получаем очень простые выражения мо- 
мента количеств движения. Вот почему, изучая движения твердого тела, 
прежде вхего нужно определить его главные оси, чтобы получить наи- 
более простые выражения. 

Этим упрощением всегда можно воспользоваться, так как в каждой 
точке тела, наверное, имеются три`главные оси, взаимно перпенди- 
кулярные между собою (см. прибавление к этой беседе). . 

Пусть координатные оси Х, У, 2, проведенные через неподвижную 
точку О нашего тела, будут главные оси. Моменты инерции относительно 
этих осей обозначим через /,, Л, /,. 


в 
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Элементарное движение тела есть непременио вращение около неко“ 
торой мгновенной ‘оси. Угловую скорость этого вращения разложим на 
три угловые скорости р, 4, $ по осям координат. Тогда полное количе- 
ство движения любой. частицы и; нашего тела представит равнодейству- 
ющую из трех количеств движения, соответствующих трем вращениям р, 9, 5. 

Момент количества движения относительно одной из осей, например 
ОХ, получим, склалывая моменты трех отдельных слагающих вращений, 
Но, так как ось ОХ есть главная, то получим, что для нее момент того 
количества движения, которое происходит от вращения 4 около оси ОТ, 
равен нулю. 

Также будет разен нулю момент того количества движения, которое 
происходит от вращения $ около оси ОЙ. 

Наконец, момент того количества лвижения, которое вызывается 
вращением около оси ОХ, будет равен /.р. Складывая эти моменты, по- 
лучим, что полный момент количества движения для оси ОХ равен: 

Ур. 

Подобно этому получим для осей ОУ, ОХ моменты количеств дви- 
жения 1,9, .,5. 

Так просты оказываются эти выражения при выборе для координат- 
ных осей направлений ‘главных осей. При всяком другом направлении 
координатных осей получились бы гораздо более сложные формулы. 

100. Ось (вектор) момента количеств движениях. Мы можем те- 
перь в точности указать этот вектор для твердого тела, имеющего непо- 

з движную точку, и, таким образом, 
получить вполне конкретное пред- 
ставление об этом механическом 
понятии. Прозкции этого вектора 
на оси Х, У, 2 (фиг. 121) будут: 
р, Л 

Отложим-эти отрезки один за 
другим параллельно осям, т. е. 
проведем ломаную линию Оабе, 
и построим  равнолействующий 
вектор Ос. Это и будет вектор 
(или ось) моментов количества 
движения. Конец его, точка с, 
булет полюс. - 

Фиг. 121. Для сравнения изобразим на 

. том же чертеже мгновенную ось 
вращения. Проекции угловой скорости вращения около этой оси На оси 
кординат выше были нами обозначены через ру, д, 5. Сложим их геометриче- 
ски, т. е, проведем ломаную линию Оде, стороны которой Од, ве, е{ па- 
раллельны осям Х, У, 2 и равны величинам р, 9, з. Результат сложения 
будет равнодействующая Оф она изобразит направление мгновенной осн, 

Мы видим, что, вообще говоря, ось моментов количеств движения не 
совпадает с мгновенной осью и может сильно от нее отличаться. Сов- 
падение произойдет только тогда, еслн 


==, 


8 
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т. е., когда все три момента инерции для трех главных осей равны между 
собою. Но такое равенство представляет редкий случай, Если оси про- 
ведены через центр фигуры тела, то зто равенство выполняется для 
шара, для куба; искусственно можно подобрать много таких форм, для 
которых это равенство выполняется, Все такие тела Ф. Клейн называет 
«шаровыми волчками>. Для них явления движения получаются в наи- 
более простой форме. Но в применениях такие формы почти не встре- 
чаются, и обыкновенно ось моментов количеств движения не совпадает 
с мгновенною осы. 

В приложениях мы. почти всегда имеем дело с телами вращения, 
имеющими определенную геометрическую ось фигуры, Мгновенная ось 
может заметно отличаться от оси фигуры, а также и от оси моментов 
количеств движения, Вообще говоря, это три совершенио различные пря- 
мые, проходящие через неподвижную точку тела; их не следует смеши- 
вать между собою. Поводом к смешению служит то, что все эти три 
линии носят название «ось», и случаи такой путаницы довольно много- 
численны, Ф. Клейн, который в своей замечательной «Теории волчка» * 
посвящает одну главу изложению существующей популярной‘ дитера- 
туры по вопросу о волчках и гироскопах, приводит много примеров 
такого смешения понятий. Иногда авторы популярных объязнений в на- 
зале своих рассуждений под словом ось подразумевают ось’ фигуры, 
а в конце уже говорят о мгновенной оси, не замечая этой перемены. Такое 
смешение понятий отнимает всякую ценность получаемого вывода. 

101, Случай быстрого вращения около оеп фигуры. Мы постара- 
емся не сделать ошибки, о которой говорили в конце предыдущего пара- 
графа, и, употребляя в наших рассуждениях слово «ось», будем указывать, 
о какой из трех упомянутых осей идет речь. Но заметим, что в наибо- 
лее важных для приложений случаях (волчки, гироскопы, вращение Земли) 
эти три оси очень близки между собою и почти совпадают.`В эгих слу- 
чаях угловая скорость вращения около оси фигуры во много раз превы- 
шает две другие угловые скорости для двух других главных осей; мо- 
менты же инерции для этих осей не представляют такой значительной 
разницы в величине. Положим, наша ось Х’есть ось фигуры. Так как угло- 
вая скорость р значительно больше, чем {и 5, то мгновенная ось будет 
очень мало отклоняться от оси Х. При поставленных вами условиях вели- 
чина /„р будет значительно больше, чем 1 9.5, поэтому ось моментов 
количеств движения будет очень близка к оси фигуры, Таким образом на- 
правления всех трех осей — мгновенной оси, оси моментов количеств движе- 
ния, оси фигуры — почти совпадают между собою. Мы различаем их во 
время наших рассуждений, но при опытах и демонстрациях нельзя будет за- 
метить разницы между этими тремя осями. Легче всего наблюдать положе- 
ние оси фигуры; то, что опыт укажет для нее, может быть без замет- 
ной ошибки относимо и к оси моментов количеств движения. Одиим 
словом, различая указанные три оси при наших рассуждениях, мы можем 
при поверке выводов опытом во многих, случаях допустить совпадение 


ТЕ. К1еГа ил бомшег!е14, ТлеоНе 4ез Кге!зе!з. Эга книга дает гораздо 
больше, чем обещает ее заглавие. Движение волчка дает повод автору рассмо- 
треть значительное число основных вопросов механики н высшей математики, 
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направлений всех трех осей. Так, например, выводы об устойчивости 
движения полюса, изложенные в конце предыдущей беседы, дают много 
указаний на движение оси фигуры. 

102. Тела вращения. Если Х есть ось фигуры такого тела, а оси у 
и 7 расположены по экватору его, то симметрия тела указывает на необ- 
ходимость равенства моментов инерции для осей У, 2, т. е. будем иметь: 


Это соотношение значительно упрощает разбор движения тела, и явле- 
ния вращения его около неподвижной точки оказываются заметно проще, 
чем в общем случае, когда Л, и 7, не равны между собою. 

Заметим при этом, что равенство двух моментов инерции 


ь =. 


может получиться не только для тел вращения, но и для других форм, 
например для прямоугольной призмы, основание которой есть пра- 
вильный многоугольник четного числа сторон. Даже для тел несимметрич- 
ной формы, при некотором рас- 
пределении масс, может полу- 
читься то же равенство /, — 7, 
Движение тел такой формы ни- 
чем не будет отличаться от 
движения тел врашення. 
Затем докажем одну теоре- 
му, которая имеет особое значе- 
ние, при разборе движения 
волчка, гироскопов и т. п. 
ТЕеорЕМА. Если имеем 
тело вращения, и мо- 
мент внешних сил для 
оси фигуры его равен 
нулю, то угловая ско- 
Фиг. 122. рость вращения около 
. этой оси (т.е. слагаю- 
щая р наших формул) будет величина постоянная. 
Мы докажем эту теорему, пользуясь законом моментов количеств 
движения в той форме, которую ему дали Гейуорд и Резаль. Напомним, 
что этот закон относится к моментам, взятым для неподвижной 
оси; его нельзя прямо применять к оси фигуры тела, которая движется 
и непрерывно изменяет свое положение. Но мы прибегаем к следукяцему 
приему: выберем какое-нибудь мгновение времени за начальное и поло- 
жения главных осей тела в это мгновение за оси Х, У, 2. Затем пусть 
эти оси отвердеют, сделаются неподвижными; тело же продолжает 
двигаться, и для следующего мгновения главные оси тела уже не будут 
совпалать с осями Х, У, 2. Закон моментов количеств движения будем 
применять к.таким отвелдевшим, неподвижным осям Х, Г, 2. 
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Доказательство удобнее вести, не делая с самого начала предположе- 
ния, что существует равенство 


лучше ввести это равенство при конце доказательства. На фиг. 122 
пусть отрезки Оа, ОЗ, Оу изображают начальные величины момента ко* 
личеств лвижения для осей Х, У, Д; эти величины будут: Ур, 59, 15. 
По прошествии бесконечно малого времени @ё главные оси перемёстятся 
и займут положения Оа', Оф’, Оу’. Вместе с тем изменится угловая ско- 
рость, и проекции ее на’главные ‘оси уже будут отличаться от р, @, 5. 
Новые величины этих проекций обозначим через: 


р--ар, 9-44, 5-45; 


новые значения моментов количества движения для главных осей будут: 
7. Ф-ар) Л {а 49), 7. ($ -- 4$). Эти значения отложим в виде’ от- 
резков От’, 03, оу". Теперь посмотрим, как переместился полюс, т. е. 
конец оси моментов количеств движения. 

Координаты полюса были в начальный момент: Л, Л4, Л5, а по 
прошествии времени 4#: 4), (р -|-@р), 7, (9-{- 44), /. о Перемещение 
полюса можно рассматривать как составное ‘или результирующее из 
перемещений точек а, В, 1. т.е. составное из перемещений аа’, В’, 11’. 
Если нужно проектировать перемещение полюса на какую-нибудь ось, то 
вместо такой проекции можно взять сумму проекций на ту же ось пере- 
мещений аа’, 38', 11’. Скорость полюса по той же оси получится, если 
разделить его перемещение на элемент времени 4, т. е. нужно взять 
сумму проекций перемещений &4’, В’, {]’и разделить эту сумму на 4&, 

Сделаем это для оси ОХ. По теореме Гейуорд-Резаля скорость полюса 
будет равна моменту М, внешних сил для оси ОХ. . 

Начнем с перемещения да’, Рассматривая треугольник Ода’ и проектируя 
на ось Х, получим (при том направлении сторон, которое обозначено на 
чертеже стрелками): 


пр. Оа-- пр. вх =пр. Оа“. 


Но угол между ОХ и Од’ бесконечно мал; при проектировании нужно 
Оа’ умножить на косинус этого угла, а косинус малого угла отличается | 
от единицы величинами второго порядка. Поэтому вместо косинуса мож- 
но поставить единицу, и, следовательно, проекция Од’ будет равна самой 
алине Од’. Следовательно, уравнение проекций получает форму; 


Оа-Н пр. ва’ =01т, 


Л.р-- пр. аа’ = Л,(р-- ар), - 
откуда : 


пр. аа’ == Л, ар. 


т. в. 


1 
Деля же на 4, получим проекцию скорости перемещения 49" 


а} 
/ Е , 6) 
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Переходим к перемещению 8". Длина ОЗ, во-первых, увеличивается, во-вто- 
рых, поворачивается и занимает положение Ор’. Увеличение длины не дает 
никакой проекции на ось ОХ: рассмотрим только поворачивание. От чего 
оно происходит? Движение всего тела, а следовательно, и линни ОЗ, в тече- 
ние бесконечно малого времени 4# может быть рассматриваемо как проис- 
ходищее от совокупности трех вращений около 
д осей Х, У, 2 с угловыми скоростями р, 9, $. 

Вращение около оси ОУ не сообщает точке 
никакого перемещения. Вращение около ОХ 
х перемещает точку 8 в плоскости ГОД, следова- 
} тельно, соответствующая проекция перемещения 
0: ‚ на ось ОХ равна нулю. Остается вращение 
+----4 около оси 2. При этом вращении, если оно 
. положительное, т. е. направлено по стрелке 
2 (фиг. 123), точка В идет вниз и дает отрица“ 
Фиг. 123. тельную проекцию перемещения на ось ОХ, 

Угол поворота за время &# будет: 


54. 


Само перемещение получитси, если умножить этот угол на длину 
03 == В4; с точностью до бесконечно-малых высшего порядка проекция 
этого перемещения на ОХ равна самому перемещению, т. е. получаем 
проекцию: 

— #19. 


Деля на @№ найдем соответствующую скорость; 
ы — 4.45. {п) 


` Подобным же образом найдем скорость, отвечающую перемещению 
71. Если вращение около оси У, т.е. 9, положительное (по стрелке на 
фиг. 124), то проекция перемещения 1’ будет 
положительная; величина скорости получится из 
(1) заменой в нем радиуса 284 радиусом С$, 
и скорости $ скоростью 4; получим проекцию 
третьей скорости: 


х 


+ 1.89. (и 
4 
Складывая три проекции скорости полюса (1), 
. (1), (11) и приравнивая эту сумму моменту М,, 
Фиг, 124. получаем: 


а 
Лив -М=М,. (59) 


Мы могли бы получить два подобных же уравнения для осей ОУи ОХ 
или прямо написать их по аналогии < (59). Это будут три знаменитых 
эйлеровых уравнении! движения твердого тела. Но нам они не нужны 
в общем виле. Мы разбираем частную задачу: у нас тело вращения, следо- 
чательно: 
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В 

Затем у нас по заданию момент М, внешних сил для оси фигуры тела 
У = 

равен нулю. Тогда уравнение (59) дает: 


ар 
РА Е 


откуда р = сонзЬ, т. е. угловая скорость около оси фигуры есть величина 
постоянная, что и требовалось доказать. Итак, мы убедились в верности 
теоремы, высказанной в начале параграфа. Оказыватся, что если внешние 
силы дают момент ММ», равный нулю, т. е. если внешние силы пересекают 
тлавную ось Х или-ей параллельны, то угловая скорость около этой оси 
постолнная: но это справедливо только тогда, если 


=, 

= 
т. е. если имеем тело вращения около оси Х или анало- 
гичный случай симметричного расположения масс. 

Замечание, При равенстве двух главных моментов инерции, например 

и Л для осей У, 2, оказывается, что все оси, лежащие в плоскости 
72, будут главные оси тела; моменты инерции длч всех этих осей оди- 
наковы и равны /, В этом случае вместо разложенич угловой скорости 
на три главные оси можно применять разложение ее 
на две главные оси. Пусть ОМ есть мгновенная ось ХХ 
вращения, а отрезок ОМ изображает величину угло- 
вой скорости (фиг. 125). За одно направление раз- ›„ м 
ложенн! примем ось ОХ (ось фигуры в случае тела 
вращени:); за другое направление разложения выбе- 
рем линию ОМ, лежащую в плоскости ХОМ и перпен- 
дикулярную к ОХ. Ось ОМ лежит в плоскости УХ, | 
следовательно, будет главная. Итак, обе оси, на кото- $ 
рые разложена угловая скорость, будут главные. А Фиг. 1 
всякая главная ось обладает тем свойством, что для нее 
проекция момента количеств движения выражается очень просто, а имен. о. 
равна произведению угловой скорости на момент инерцяи для этой оси. 
Если проекции угловой скорости на ОХ, ОМ назовем черезр, 9, то про- 
екции момента количеств движении для тех же осей будут: Л.р, Ля. 

Мы бы могли и в случае неравенства величин 1, и) разложить углогую 
скорость ОМ так же, как только что лелали: т’ е. на слагающие по 
главной оси ОХ и по линии ОМ, лежащей в плоскости ХОМи перпен- 
дикулярной к ОХ, Но тогла ОМ не будет главной осью, и момент коли- 
чества движения для нее получает сложное выражение. В этом случае 
такое разложение бесполезно; гораздо проще разложить скорость по трем 
главным осям; тогда получим для проекций момента количеств движения 
простые выражения: /.р, 74, Л5- * 

‚ Вообще, в этом вопросе главные оси имеют значение именно вслед- 
ствие простоты получающихся для них проекций момента количеств дви- 
жения, Вот почему мы выбираем исключительно главные оси; по этой 
причине для тел вращения можно применять разложение на две оси, а 
в случае неравенства величин /, и /, такое разложение непригодно. 
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Применяя для тел "вращения разложение на две оси, мы могли бы 
несколько проще доказать нашу теорему ($ 102) о постоянстве угловой 
скорости р относительно оси фигуры тела. Ма самом деле, пусть 

(фиг. 126) начальное положение оси фи- 

х гуры есть ОХ, и начальная угловая 

у, скорость разложена на два направления 

й Хх ОХ и ОУ, проекции момента количе- 

ы ства движения изобразятся отрезками 

Оз, ОУ. По прошествии времени 4 

ось фигуры займет новое положение 

Оз, и величина момента количества 

движения изобразится отрезком 02’. 

Теперь уже разложение делается по на- 
правлениям Од’ и ОЗ’, причем 0$’, 

обще говоря, не будет та же самая 

линия нашего вращающегося тела, ко- 

торая в начальный момент занимала по- 

Фиг. 126, ложение ОУ; но это будут две беско- 

нечно близкие линии вращающегося 

тела. Легко показать, что проекция перемещения 88’ на ось Х — вели- 

чина второго порядка; поэтому ее отбросим. Остается только проекция 
перемещения да’, для которой получаем попрежнему выражение: 


Лар. 
Соответствующая ‹корость полюса будет равна: 


др 

ар 
а так как по заданию момент внешних сил для оси ОХ равен нулю, то 
по теореме Гейуорд-Резаля эта скорость полюса равна нулю, и мы 
получаем: 

ар 

4+ш=0, 

т. е. р== соп5, 
› Мы не делали этого упрощения и исходили из общего случая, желая 
попутно получить эйлеровы уравнения. В дальнейших выводах относи- 
тельно тел вращения будем постоянно применять разложение по двум 
осям. Так мы поступим при разборе следующего вопроса, 

403. Движение тела вращения, имеющего неподвижную точку, 
в случае, котда на него ие действуют внешние силы. Чтобы 
устранить действие веса, мы прдопрем наше тело в центре тяжести, 
Это возможно при помощи двух способов: 

а) Волчок Максвелла (фиг. 127). Телу волчка придана форма вроде 
колокольчика с тяжелым краем; центр тяжести приходится внутри поло- 
сти колокольчика, и ось ОС, на которую насажен волчок, оканчивается 
острием в центре тяжести О. При такой форме можно опереть волчок 
его центром тяжести на подставку 8, которая не будет мешать лвиже- 
нию’ волчка. 
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Ъ) Гироскопы Фесселя, Бонненбергера, Фуко. Тело гироскопа А 
(фиг. 128) посажено на ось ВС, которая имеет карданову подвеску, 
т. в. ось вращается в кольце, имеющем цапфы 0, 6, перпеидикуляр- 
ные к ВС. Цапфы вращаются в обойме ОРЁ, которая сама может сво- 
бодно (без трения) поворачиваться около вертикальной оси. Для до- 
стижения такого поворачивания употребляют два средства: или обойма 
ЕЕ имеет цилиндрический хвост ОЕ свободно вращающийся в неподвиж- 
ной подставке К’, или обойма ОРЕ подвешена на тонкой нити ба (фиг. 129), 
которая почти не представляет сопротивления поворачиванию обоймы 
около вертикальной оси. 


Фиг. 127. Фиг, 128, Фиг. 129, 


В таких приборах действие тяжести устранено, и, сообщив волчку 
или гироскопу некоторый толчок, мы получаем движение по инер 
ции 1. В чем будет состоять это движение? 

Начальный момент количества движения 
золчка изобразим по величине и по направле- 
нию вектором ОМ (фиг. 130); так как виешиих 
сил вовсе нет, то момент количества движения 
не будет изменяться, следовательно, полюс М 
неподвижен. Пусть ОА изображает положение 
оси фигуры волчка для любого мгновения. Раз- 
ложим угловую скорость вращения и момент 
количества движения на два направления: по 
оси фигуры ОА и по линии ОМ, к ней перпен- 
дикулярной; составляющие угловой скорости 
назовем р, -9; составляющие моменты будут: 
2, Л9; последние изображены на чертеже 
отрезками Ол, ОЗ. Складывая их по правилу Фиг. 130. 
параллелограма, получим полный момент ко- 
личеств движения для рассматриваемого мгновения, он должен быть 
равен начальному значению момента ОМ. 


1 Пренебрегаем сопротивлением воздуха и тоением на осят. 
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Н> угловая скорость р около оси фигуры волчка, по доказанному 
должна быть постоянная, так как реакции опор этой оси дают для нее 
момент, равный нулю. Следовательно, отрезок Оа, равный Л.р, сохраняет 
во все время движения одну и ту же величину, а отсюда следует, что 
угол Ф (между осью фигуры ОА и осью постоянного момента количества 
движения) тоже не должен изменяться, Позтому линия Ох должна или 
быть пеподвижной, или описывать круговой конус около ОЛ{, Но первое 
невозможно, так как вследствие существования скорости @ ось фигуры 
ОА должна перемещаться. Итак, ось фигуры А должна описывать кру- 
говой конус около оси моментов количеств движения, 

Можно задать себе вопрос: с какой скоростью будет происходить 
это коническое движение? Общая симметрия всех условий с несомнен- 
ностью указывает, что эта скорость должна быть постоянною. 

Итак, единственное возможное в нашем вопросе дви- 
жение есть равномерное коническое движение оси фи- 
гуры около оси моментов количеств движения. Равномер- 
ное коническое движение оси фигуры называется рехулярной пре- 
цессией. Таким образом, для тела вращения, имеющего не- 
подвижную точку, движение по инерции есть непре- 
менно регулярная прецессия, Горазно более сложным движение 
по инерции будет для тела, для которого не существует равенства мо- 
ментов инерции Л, и 4. 

104. Гироскои Фуко и доказатольетво зращеняя Зешли. Рас- 
смотрим движение гироскопа, которому сообщено вращение около оси 
его фигуры со значительной скоростью, При такой подаеске гироскопа, 
как на фиг. 128, 129 (а также и для волчка Максвелла, фиг. 127), на 
гироскоп не могут передаваться никакие силы, кроме незначительного 
трения и сопАотивления воздуха. Гироскоп можно считать движущимся 
по инерции около подпертого своего центра тяжести, который увлека- 
ется Землею пои ее вращении, Оставим в стороне поступательное дви- 
жение гироскопа, одинаковое с движением его центра тяжести, и будем 
говорить только о вращении гироскопа около центра тяжести. Един- 
ственное возможное движение его оси фигуры есть, как доказано в 5: 103, 
регулярная прецессия около осн моментов количеств ланжения, которая 
неизменна. Если в начале двзжения, при сообщении гироскопу быстрого 
вращения, ось фигуры не получит никакого бокового толчка, то мы 
имеем только вращение гироскопа около оси фигуры; тогда эта ось 
совпадет с осью моментов количеств движения; скорость полюса вначале 
равна нулю, а никаких внешних пар нет, следовательно, скорость по- 
люса и далее должна оставаться равной нулю. Поэтому ось фигуры и дальше 
будет совпадать с осью моментов количеств движения, т. е. будет со- 
хранять неизменное положение в пространстве. Следовательно, она 
может служить для указания, что Земля вращается. Ось фигуры гиро- 
<копа будет перемещаться относительно Земли; это движение, которое 
мы будем наблюдать, — движение кажущееся, а в действительности про- 
исходит обратное перемещение Земли относительно неизменной оси 
гироскопа. + 

Маправим ось фигуры гироскопа на некоторую произвольную непо- 
движную звезду; тогда эта ось будет и далее направлена на ту же звезду, 
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как на неподвижный предмет, т. е. нам будет казаться, что ось фигуры 
гироскопа вместе с избранной звездой производит суточное обращение 
около Полярной Звезды. 

В этом должио состоять явление для описанного свободного гиро- 
скопа. Иногда утверждают, что ось фигуры гироскопа Фуко стремится стать 
непременно параллельно оси Земли, т. е. стремится направиться на По- 
лярную Звезду. Предыдущие объяснения показывают, что это не так. 
Ось фигуры. гироскопа не участвует во вращении Земли, и на нее не 
действуют никакие устанавливающие силы, стремящиеся придать ей то 
или другое направление. Она сохраняет по инерции то случайное на- 
правление, которое ей было придано вначале. 

305. Устойчивость гиросвопа. Для правильного понимания этого 
явления необходимы некоторые пояснения. Возьмем гироскоп Фуко или вол- 
З0к Максвелла, но не будем сообщать им вращения около оси фигуры. 
Установим ось фигуры по известному определенному направлению и затем 
предоставим гироскоп самому себе, стараясь при этом не сообщить никакого 
толчка. Так как на гироскоп не ‘действуют никакие силы, то по инер- 
ции ось фигуры должна сохранять неизменное положение. Следовательно, 
она не будет участвовать во вращении Земли. Итак, она будет показы- 
вать всегда на одну и ту же неподвижную Звезду и, таким образом, де- 
монстрировать вращение Земли. Но зачем же тогда сообщают гироскопу 
вращение, да еще с громадной скоростью, если то же самое дает 
иепращающийся гироскоп? 

Нетрулно убедиться в том, что описаны опыт с незращающимся 
гироскопом, наверное, не удастся, потому что такой гироскоп неустой- 
чив. Уже при начале невозможно избежать сообщения оси его хотя не- 
большого толчка; предоставленная сама себе ось пойдет по направлению 
толчка и очень скоро значительно изменит свое начальное направление. 
Такое же изменение будет происходить и от дальнейших случайных 
толиков, сотрасений и т. д. Получив толчок, ось фигуры по инерции 
будет двигаться по направлению толчка. 

Ничего подобного не произойдет, если гироскоп вращается около 
своей оси < большой скоростью. Он устойчив и почти вовсе не под- 
дается действию толчков. Сущность этого свойства устойчивости 
определяется теоремой. Резаля. Если скорость вращения гироскопа 
около его оси велика, атолчки незначительны, то ось фигуры гироскопа 
будет очень близка к оси моментов количеств движения, и при наблю- 
дениях можно’Эсчитать, что эти две линии совпадают. Но’ даижение 
оси моментов количеств движения, или движение полюса, представ- 
лкет, как мы видели, движение без инерции; полюс перемещается 
только во время действия силы, и когда сила прекращается, то и полюс 
останавливается; всякие толчки как начальные, так и последующие, изме“ 
няют это движение только в течение своего действия, а так 
как оно кратковременно, то изменение будет очень невелико, незаметно, 
и потом не ой®ется никакого. дальнейшего следа этого толчка Между 
тем, если. движение имеет инерцию, то небольшой толчок сообщает 
движение, продолжающееся с постоянной скоростью, и с течением времени 
произойдег значительное удаление от первоначального положения, хотя 
сила уже давно перестада действовать. 
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Возьмем волчок Максвелла невращающийся и произведем быстрый улар 
молотком по концу оси; она начнет двигаться по направлению толчка и 
скоро совершенно изменит свое первоначальное направление. Но пусть 
волчок ‚вертится с большой скоростью, и произведем тот же удар. Огь 
почти не подвинется от такого удара, потому что он кратковременен, и 
ось не получит остающейся скорости движения по направлению удара. 
Действие удара будет состоять в том, что изменит положение полюса, 
но изменит очень мало, так как действует короткое время. После удара 
ось фигуры волчка немного не совпадает с полюсом. Затем начнется 
движение по икерции. По доказанному ось фигуры при этом должна 
описывать конус около полюса; конус будет иметь очень небольшое 
растворение, и из пределов этого конуса ось фигуры не выйлет, хотя 
бы прошло значительное время. 

Вот в чем заключается устойчивость быстро вращающихся гироско- 
пов и вот почему для демонстрации вращения Земли необхолимо поли - 
зоваться гироскопами, делающими значительное число оборотов в се 
кунду, : -; 

Такова ‘предложенная Фуко демонстрация вращения Земли. 

106. Усилия, необхоцимы в для изменения ныправления осп бы- 
стро вращающегося тела. Имеем тело вращения А (фиг. 131), кото- 
рому сообщили быстрое вращение около оси его фигуры ВС. Затем 
сообщаем оси, вместе с телом А, равномер- 
ное поворачивание около центра О, причем 
коица оси В, С описывают круг. Для этого 
нужно приложить в точках 8, С некоторые 
силы. Требуется найти величины и напрарлс- 


> 
СЭ х 


—— = нии этих сил. 
т Опыт, соответствующий этой задаче, можно 
произвести следующим образом: возьмем ру- 
ками за подшипники, в которых вращаются 
ханцы оси В, С, и сообщим 06сп насиль- 
„твенно круговой поворот СОВ. Тогда в на- 
ших руках мы получим ощущение тех сил, 
разыскание которых требует поставленная 
задача. 

Мы предполагаем поворот равномерным, 
чтобы устранить усложнение, вызываемое не- 
равномерностью, Если наша ось была в покое, 
то по необходимости в начале движения появится неравномерность; но мы 
устраняем из рассмотрения этот период движения, предполагаем, что он кон- 
чился и установилось равномерное движение. Допусхаем, что вредных 
сопротивлений нет. Оставляем в стороне те давления на. подпоры В, С, 
которые происходят от веса и других внешних сил; эти давления легко 
находятся по правилам статики. Мы же ищем только те сизы, которые 
должны действовать в точках В, С вследствие динамических при- 
чин, т. е, вследствие того, что тело А вращается около оси ВС; если 
бы зело .А не вращалось, то искомые нами силы, очевидно,’ не суще. тво- 
вали бы, и расномерное вращение около О поддерживалось бы саи› 
вобою вследствие инерции. 


| 


при 539) 


фиг. 131. 


УСНЛИЯ, ИВОБХОДИМЫЕ ДлЯ ИЗМЕНЕНИЯ НАПРАВЛЕНИЯ ОИ 159 


Обозначим через р угловую скорость вращения тела около оси фигуры 
Угол поворота около оси ОУ обозначим зерез ‘р; соответствующая угло- 


Ё 
вая скорость будет гавна 2. Момент инерции для оси фигуры обозначам 
через /»а для оси ОУ, к ней перпендикулярной, -—- через Л. Тогда про- 
екции момента количеств движения будут равны: 


для оси ОХ, (В, 


@ 
для оси ОУ... - „ах 
Эти моменты на чертеже изображены отрезками Ой и 03, 
в 
Во время движения, по заланию, угловая скорость поворота Е по- 


стоянная. Также остается постоянной. и скорость р, потому что внешние 
силы (т. е. те поворачивающие силы, которые действуют на точки В, С) 
приложены на оси фигуры и дают для нее момент, равный нулю, а при 
этих условиях, как было доказано в $ 102, скорость р остается постоян- 


4 
ной. Мтак, обе угловые скорости ри 31 постоянные, следовательно, дли- 


ны отрезков Од, ОЗ не изменяются во время движения. 

Применим теорему Резаля и рассмотрим движение полюса по той 
сси О, которая перпендикулярна и к оси фигуры ОХ, и к оси пово- 
рота Оу. Точка В не меняет свое положение, следовательно, ‘проекция 
перемещения се равна нулю. Точка @ описывает дугу круга аа’, около 
центра О; для времени @Ёллина аа’ получится умножением ралиуса Оа, т.е. 
У, на бесконечно малый угол поворота 49. Проекция аа’ на ось ОЙ, 
при отбрасывании бесконечно-малых выше первого порядка, разна самой 
дуге аа’, т. е. 


Ура. 


Деля на время 4, получим скорость движения полюса по оси 0.27: 


4 
ЧеР д 


По теореме Резаля, эта скорость равна моменту М внешних сил относи- 
тельно оби ОС. Для осей ОХ, ОУ скорости полюса равны нулю, следо- 
вательно, моменты внешних сил для этих осей тоже равны нулю. 

Таким образом оказывается, что искомые силы ©, которые действуют 
в точках В, С, дают для оси У момент, равный нулю; следовательно, 
эти силы параллельны оси ОУ. Величина их должна быть такова, чтобы 
момент для оси 2, т. в. момент пары М-=@, равнялся скорости 
полюса, т. е. чтойы ` 


м-р. . (9) 


Уравнение (60) дает не только величину, но и знак момента М, следо- 
вательно, указывает, в какую сторону должны быть направлены силы © 
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4. 
приложенные в В и С. Если ри в оба положительные или оба отри- 
пательные, то и М положительный. Момент пары М будет отрицатель- 


ный, если ри р разных знаков. 

4 
Га 
кою. Для вращения р имеем такое правило: станем на положительной 
оси Х и будем оттуда смотреть на назше вращающееся тело, расположен- 
ное у начала координат; если вращение происходит по часовой стрелке, 
то р положительное. Наконец, знак момента пары определяется, если 
стать на положительной оси 2 и глядеть оттуда к началу координат 
на ВС; если силы © стремятся сообщить вращение по часовой стрелке, 
10 М положительный. 

Применяя это правило, необходимо располагать оси ОХ и О2 так, 
как у нас на чертеже, т. е. чтобы переход от Х к 2 совершался пово- 
рачивавием на 90° в сторону положительного вращения $. Наша фор- 
мула (60) выведена при таком расположении осей, и оно должно соблю- 
даться и при применепиях этой формулы. Действительно, при выводе 
формулы мы считали, согласно со сделанным чертежом (фиг. 131), что 
при положительном моменте количеств движения 07 и при повороте в 
сторону увеличения $ проекция перемещения полюса на ось 2 положи- 
тельная. Это указывает, что направление положительной 2 должно быть 
такое, как на чертеже, а не обратное ему. 


Направление положительного вращения -„, показано на чертеже стрел- 


Направление сил © для случая положительных ри Е показано н& 
фигуре. Это силы, которые нужно приложить к осп вращающегося тела, 
чтобы поворачивать эту ось. Конечно, само вращающееся тело реагирует 
в точках В и С на 6вязь, принуждающую ось поворачиваться по напра- 
влениям, прямо противоположным этим нарисованпым силам ©. 

Таким образом мы решили нашу задачу и вполне определили вели- 
чины и направления сил ©, которые нужно приложить к концам оси, 
чтобы производить поворот этой оси. Оказывается, что силы © перпен- 
дикулярны к плоскости поворота, т. е. к плоскости“круга ВОС. Если 
мы производим поворот к горизонтальной плоскости, то силы @ верти- 
кальны. При повороте в вертикальной плоскости силы © будут горизон- 
тальны; они идут не по направлению пути точек В, С, а всегда пер“ 
пендикулярно к этому пути. ‘ 

Такой результат с первого раза представляется удивительным и даже 
парадоксальным. Но легко убедиться в правильности его помощью про- 
стого опыта. Нужно попробовать поворачивать руками ось быстро вер- 
тящегося тела, — например гироскопа, велосипедного колеса. Мы тогда 
почувствуем, что ось сопротивляется повороту, стремится вырваться из 
рук и оказывает на наши руки давления, реакции. По ощущению в ру- 
ках мы убедимся, что при’повороте в горизонтальной плоскости 
ось давит на руки двумя вертикальными силами и обратно. з 

Итак, силы @ перпендикулярны к пути своих точек приложения. 
Следовательно, работа, производимая силами (), равна нулю. 
И этот результат некоторым представляется парадоксальным. Но в нем 
нет ничсго удивительного или особенного; мы имеем множество случаев 
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сил, работа которых равна нулю; таковы все реакции неподвижных опор. 
Наоборот, если бы силы @ производили некоторую работу, то мы полу- 
чили бы абсурдный результат. При повороте нашей оси с вертящимся 
телом скорость вращения не изменяется; следовательно, живая сила оста- 
ется постоянной, а потому и работа сил © должна равняться нулю; 
эсли бы эта работа имела некоторую положительную величину, то мы 
имели бы явление, в котором бесследно исчезает работа. Обратно, если 
бы работа сил © была отрицательная, то мы имели бы регрешит тоЪИе. 

107. Приморы, Прн качке судов оси вращающихся машин 
насильственно увлекаются судном и поворачиваются в вертикально,: плос- 
кости; следовательно, в подшипниках осей к статическим давлезиям прибав- 
ляются динамические силы того же рода, как рассмотренные нами в пре- 
дыдущих параграфах. Если ось вращается быстро (центробежные цирку- 
ляционные насосы, динамомашины, паровые 
турбины), то дополнительная динамическая 
прибавка будет значительна, и ее нужно 
принимать во внимание при расчете подшип- 
ников, 

Направление этого дополнительного дав 
ления определяется по вышеизложенному пра- 
вилу. Так, например, если ось расположена поперек судна (фиг. 132), 
то при поперечной качке дополнительные давления горизонгальны и 
идут параллельно оси судна. 

Маховоз, Явление, нами рассматриваемое, должно было бы проявитнся 
в значительной степени в так называемом маховозе, при прохождении 
им кривых, 

Маховозом было названо приспособление, которое предложил инж. 
Шуберский для облегчения подъема тяжелых товарных поездов на 
крутые уклоны. Для этого всегда пользовались живой силой самого 
поезда — разгоняли его перед подъемом. Шуберский для увеличения жи- 
гой силы поезда прибавил маховоз, особый вагон, несущий на себе гори- 
зонтальную ось с двумя тяжелыми маховиками; она лежит на трущихся 
катках, передающих движение колесам вагона. На горизонтальных участ- 
ках маховики не вращаются, но перед большим подъемом разгоняют ма- 
ховики, запасают в них значительную живую силу, которая потом истра- 
чивается на подъем поезда по уклону. Шуберский предлагал ставить два 
маховика из литой стали с радиусами около 1,8 и, при общем весе 
около 262; им сообщается окружная скорость до 140 м/сек |. 

Если при такой скорости маховиков поезд будет проходить кривую 
с радиусом около 100 м, то динамические силы @ от поворота оси ма- 
ховоза получатся равными около 8—9, т. е. будут громадные. Так 
как поворот будет происходить почти в горизонтальной плоскости, то 
эти силы будут вертикальны. 

108, бвязанный гироекоп. В $ 104—106 мы рассматривали ги- 
роскоп, который имел полную свободу вращаться относительно любой 
оси, проходящей через неподвижную точку. Теперь свяжем, <тесним 


ав М Данные взяты из брошюры Шуберского; «Млховоз как средотво и т. д» 
бр г, 
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несколько эту свободу. Например (фиг. 133), в гироскопе Бонненбер- 
гера уничтожим возможность вращения обоймы около вертикальной оси 
ЕР, для чего зажмем винтом эту ось. (Остаются возможными вра- 
щения около оси гироскопа АВ и около оси цапф СР, 

Или возьмем обойму с быстро вертящимся колесом, которую мы рас- 
сматривали в $ 106 и которую поворачивали, действуя на концы С, О. 

Приделаем к ней (фиг, 134) цапфы А, Ё, 
которые могут вращаться в подшипниках не- 
подвижной подставки. Теперь движение нашей 
обоймы связано, оно не может быть ничем 
иным, кроме вращения около оси напф ЕР. 

Сравним явления, получающиеся при вве- 
дении этих связей, с прежним случаем сво- 
бодного гироскопа, предполагая, что и те- 
перь, как и прежде, имеем быстрое враще- 
ние около оси АВ. 

Прежде гироскоп Бонненбергера (фиг. 
133) показывал значительную устойчивость 
осн `АВ. Удары молоточком в точку А почти 
не изменяли положения этой оси; после удара 
она описывала конус, мало удаляясь от сво- 
его положения до удара. Теперь оказывается, 
что совершенно исчезла всякая’ Устойчивость 
оси АВ; взявши рукой за точку Л, мы можем 
вращать кольцо с гироскопом около цапф СР 
и при этом не встречаем никакого сопро- 
тивления. Слабый удар молоточком в точку А 
сообщает кольцу поворот около оси СР на 
четверть окружности и более, 

Или обратимся к фиг. 134; прежде, взяв 
обойму руками в точках С, В и поворачи- 
вая ее по кругу СКО, мы ясно чувствовали, 
что обойма © гироскопом стремится вы- 
рваться из рук; мы нашли силы (), предста» 
вляющие такое стремление. Теперь, действуя 
на С, О, из встречаем никакого сопротивле- 
ния и можем легко описать полукруг СКО 
или сделать несколько поворотов. 

Такие опыты со связанными гироскопами 
представляют, пожалуй, наиболее поразитель- 
ное явление в этой области. Гироскоп потерял 
прежнее упорство и делается послушным; обойма его поворачивается без 
сопротивления. Иногда стараются свести все явления гироскопа к сле- 
дующему принципу: плоскость вращения гироскопа устойчива и стремится 
созранить свое направление, сопротивляется всякому изменению своего 
направления. Мы видим, что этот принцип совершенно неприменим к 
только что рассмотренным связанным гироскопам. Здесь плоскость вра- 
щения не оказывает никакого сопротивления изменению своего направле- 
ния, Следовательно, этот принцил не общий; он не содержит в себе описа- 


А 
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пня всех явлен-Й гироскопа; некоторые явления подходят под этот 
принцип, другие решительно противоречат ему. 

Обшим механическим принципом, пригодным для истолкования всех ги- 
роскопических явлений, служит теорема Резаля, Применим ее к случаю 
фиг. 134. Пусть тах же, как в $ 106, Од изображает величину момента 
количеств движения по оси ОХ. Положим, что обойма идет по кругу 
РКС, по направлению стрелки, Тегда перемещение полюса да’ дает про- 
екцию на ось 2; слеловательно, по теореме Резаля должна существовать 
внешняя пара, дающая момент около оси 2, Прежде (в 5 106) эта пара 
представлялась силами (), @, на коннах рукоятки С, О. Но теперь этих 
жил нет; отсутствие их указывается ощущением наших рук, произволя- 
щих поворот и ие встречающих сопротивления. Между тем, теорема 
указывает, что должна существовать внешияя пара, имеющая осью линию 
02 и моментом -- проекцию скорости полюса из 02. Где же эта пара 
л„иложена? Так как она внешняя, то может действовать только в местах. 
прикосновения нашей обоймы к гиешиим предметам. Вспомним о непо- 
движной подставке, в которой вращаются цайфы Е, Е. Прежде ее не 
было, а теперь она существует и может оказывать давления на цапфы 
Б,Ё. Ясно, что теперь в подшипниках должны 
появиться давления А, периендикулярные к цап- 
фам и образующие ту пару, которая необхо- 
дима для объяснения явления. Совершенно ана- 
логично этому в гироскопе Бонненбергера по- 
явятся давлення на цапфы С, О. 

Давления на цапфы относятся к разряду па. 
сивных сил; они не производят механической 
работы, Но ведь совершенно таковы же были 
и силы ©, указанные в $ 106; разницы нет. 

Таким образом явления связанного гиро- Фиг. 135. 
скопа вполне объясняются, и ничего парадо- ь 
ксального здесь нет, Если это явление с первого 
раза поражает нас, то ‘только потому, что присутствие сил А незаметно. 
Но, если нужно, то можно опытом обнаружить их и даже измерить их 
величину. Вообще, это явление нисколько не удивительнее, например, 
следующего опыта, который часто демонстрируется. 

На деревянном столике расположена горизонтальная ось с колесом А 
(фиг. 185), силы инерции которого хорошо уравновешены; при быстром 
вращении колеса не получается ударов и сотрясений. Но, если мы наме- 
ренно нарушим уравновешивание, вставляя грузики в дырочки колеса,. то 
появляются сильные удары, сотрасения; колокольчик, приделанный к сто- 
лику, звонит, столик прыгает и т. д.; этим указывается на существование 
неуравновешенных сил инерции. Теперь стесним свободу столика, для 
чего нагрузим его тяжелыми гирячи или притянем его болтами к фун- 
даменту. Сотрясения прекращаются, колокольчик не звонит. Однако силы 
инерции остались прежниё; мы только не замечаем вчдимых признаков 
их присутствия, потому что они уничтожаюгся реакциями нз которые 
мы не обращаем внимания, так как они действуют в неподвижных точ- 
ках. Аналогично этому мы не замачаем сил В в связанном гиро- 
скопе. 


не 
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199. Направьлевая лара. Итак, отличие связанного гироскопа ог 
свободного состоит в том, что в первом возможна передача пары: сил от 
подставки на гироскоп, а во втором этого не может быть. Например, повора- 
чивая около вертикальной оси подставку своболного гироскопа (фиг. 128}, 
мы нисколько пе изменяем движение его оси. Но такой попорот оказы- 
вает действие па связанный гироскоп И’ заставляет ось его АВ стать 
вертикально. От подставки на связанный гироскоп передается направля- 
ющая пара, устанавливающая ось его известным образом. 

Обгащаясь к прежней фиг. 134, видим, что оправа гироскопа будет 
поворачиваться около осп цапф ЕЁ только тогда, когла чнешняя пара 
эмеет слагающую, направлённую по осп 2. Действительно, при повороте 
около оси ЕЁ получается проекция скорости полюса а на ось 2, слело- 
вательно, должиа присутствовать внешняя пара, момент которой идет по 
оси 2. Это бувет направляющая, устанавливающая пара. Движение 
полюса по оси 2 будет продолжаться, пока существует такая внешияя 
пара; с изчезногением пары‘ произойдет остановка полюса, и прекра- 
тится‘ поворачивание оправы гироскопа, Следовательло, эта онравл будет 
останавливаться в таком положении, при котором внешией пары или 
вовсе нет, или когла ось этой пары будет расчоложсна в плоскости ХУ, 
т. е. в плоскости, определяемой осью гироскопа АВ и осью напф ЕР. 

119. Действие вращения Земли на связанимй тироекоп. Под- 
ставка гироскопа стоит иа Земле и участвует в ее вращении, Ог этого 
появляется направляющая пара, которая устанавливает ось гироскопа по 
определенному направлению, согласно тому правилу, которое объяскенс 
в предыдущем параграфе. 

Пусть № (фиг. 136) ось Земли; гироскоп, имеющий такую же опрапу, 
ках на фиг. 134, стоит в каком-нибудь месте К поверхиости Земли. 
Подставка гироскопа стоит на Земле и 
участвует в ее вращении; движение под- 
ставки можно считать состоящим из 
поступательного, которое для всех точек 
тождественно с движением точки А, и из 
вращения около оси, параллельной зем- 
ной оси, Для пас интересно только это 
вра:шение; оно вызывает давление на 
цапфы, образующее направляющую ла- 
ру; ось ее параллельна земной оси. На 
осповании выведенного в предыдущем 
параграфе нетрудно ‘получить следующие 
В заключения относительно явлений, ко- 
| торые покажет связанный гироскоп, име- 
5 ющий такое устройство, как на фиг. 134. 

Фиг. 135. Фиг, 137. А. Первая установка. Распо- 

ложим ось папф ЕР горизонтально и 

перпендикулярно к плоскости меридиана. Тогда линия СО может пово- 
рачиваться в плоскости меридиана. 

Действией иаправляющей пары, ось которой параллельна оси Земли 
гироскоп установится так, что прямая СР станет параллелью оси Земли 


(фиг. 136). 
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В. Вторая установка. Ось цаиф ЕР установлена вертикально, 
так что ось гироскола может поворачиваться в горизонтальной пло- 
скости. 

Действием направляющей пары линия СР установится в плоскости 
меридиана (фиг, 137). 

Таким образом несвободный гироскоп, вследствие действия вращения 
Земли на его подставку, устанавливается подобно магнитной стрелке. 
Этим явлением можно пользоваться как одним из доказательств враще- 
ния Земли. 

Мы ограничиваемся этим: примерами гироскопического движения в 
самом простом его виде. Они далеко не исчерпывают вопрос: существует 
еще много разнообразных коиструкций гироскопов, представляющих очень 
унтересные явления. Для всах их теорема Резаля лает значительное осве- 
щение и часто полное объяснение вопроса; основное требование —это 
согласие скорости движения полюса с моментом внеш- 
ней пары. Смотря с этой точки зрения, мы увидим, что явленаля, 
казавшисся с первого взгляда парадоксальными, должны быть признаны 
вполне естественными и необходимо вытекающими из основного закона 
механики — закона моментов количеств движения. Это относится к ги- 
роскопу Арди, гиростатам В. Томсона, эквилибристу Сира (реб ед 
НЬиз{е); даже поразительные явления периметрического волчка Сира 
находят себе этим путем объяснение. 

1. Астрономическая прецессия и нукация. Эти явления движе- 
ния Земли вполне объясняются и изображаются теоремой Резаля; они 
представляют не что иное, как движение полюса (т, е. конца оси 


Фиг. 138. 


моментов количеств движения), происходящее от действия внёшней 
пары и вполне согласующееся с последовательными изменениями оси 
этой пары. Полюс своей скоростью точно копирует изменение момента 
пары, .^ . 
Прецессия, как известно, состоит в том, что ось Земли (фиг. 138), 
сохраняя свое наклонение к плоскости эклиптики, описывает круговой 
конус около перпендикуляра к плоскости эклиптики; это’ коническое 
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движение очень медленно, н для полного оборота требуется около 
26 000 лет. 

Еще Ньютон указал, что причиной прецессии является отступление 
фнгуры Земли от шарообразной формы. Земля сплющена у полюсов и 
имеет избыток материала у экватора. Мы можем считать, что к пра- 
вильному шару как будто бы сделана дополнительная прибавка (сфс- 
рондальный избыток) вроде кольца КА, надетого на экватор и представ- 
ленного для ясности в искаженном виде на фиг. 1389. Ныюотон объяснил 
прецессню действием притяжения Луны н Солнца на это дополнительное 
Кольцо. 

Заметим, что прецессионное движение происходит очень медлен:о 
по сравнению с суточным врашением Землн около оси; полный оборот 
прецессни требует, как только что было указано, времени около 26 000 лет. 

Следовательно, если применим наше разложение угловой скорости 
вращения на две скорости — одну по оси фигуры, а другую по одной 
из осей, лежащих в плоскости экватора, то вторая из этих скоростей буд т 
значительно меныше первой. Поэтому ось моментов количеств движеня 
почтн совпадает с осью фигуры Земли. Рассматривая результаты наблю- 
дений над движением Земли, мы можем допустить совпадение этих осей. 
Полюс, т. е. конец осн моментов количеств движения, будет некотораи 
точка а, лежащая на земной оси. Зная направленне вращения Земли 
около оси (оно показано стрелками у. полюсов), мы видим, что точка 2 
должна приходиться со стороны южного полоса. Действительно, при 
таком положении @, еслн мы, стоя у этой точкн, будем смотреть н1 
Землю, то увидим ее вращающейся по часовой стрёлк:. 

Итак, астрономические наблюдения укозывают нам на круговое дви- 
жение полюса а. 

По теореме Резаля это движение вызывается соответствующей внеи- 
ней парой, и легко показать, то притяженне Лупы н Солнца на допол- 
нительное кольцо Земли н дает именно такую пару. 

Рассмотрим притяжение Луны, которая вследствие своей близости к 
Земле играет в прецессии ббльшую роль, чем Солнце 1. 

Разбирая этс притяжение, мы можем вместо истинного движения 
рассматривать относительное движение, т.е. Землю будем считать него. 
движной, а Луну — описывающей почти круговую орбиту около Земли. 
Для простоты пренебрежем наклоном плоскости орбиты Луны к плоско- 
сти орбиты Земли и будем считать, что орбита Луны совпадает с эклип- 
тикой. 

Двигаясь по своей орбите, Луна в течение одного обращения последо- 
вательно изменяет свое положение, н, строго говоря, надлежало бы 
разобрать действие ее на Землю для этих различных положений. Но, 
пользуясь тем, что полное время обращения Луны {один месяц) горазао 
меньше, чем пернод прецессии (26 000 лет), мы можем ввести упроще- 
ние, аналогичное тому, котороз применяется при вычислении всковых воз- 
мущений планет, а нменно, —вместо движущейся Луны введем 
неподвижное кольцо, которзе нмеет форму орбиты 


1 Прецессия от влияния Лупы с линком в два рязя превышает прецессию, 
производимую Солнцем. 
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Луны, и на этом кольце распределим равномерно массу 
Луны; самое кольцо будем считать круговым, т. е. пренебрежем эксцен- 
триситетом орбиты. Притяжение этого лун- 
ного кольца 24 (фиг. 140) на дополнительное 
кольцо КА Земли дает пару сил @, @; ось 
ве лежит в плоскости орбиты Луны и перпен: 
дикулярна к оси фигуры Земли. 

Положение оси пары можно определить 
еще следующим образом: назовем перпен- 
дикуляр ТМ к плоскости лунной орбиты 
осью этой орбиты. Осью пары @@ будет ли- 
ния, перпендикулярная к осп Земли и к оси 
лунной орбиты. 

Теперь, рассматривая происходящую пре- 
цессию, мы видим, что ось указанной пары 
вполне соответствует скорости полюса а, 
и следовательно, прецессия получает свое 
естественное объяснение. 

Подобно Луне действует и Солнце, 

Нутация. Мы считали в виде первого 
приближения, что плоскость лунной орбиты 
совпадает с плоскостыю эклиптики. Теперь 
введем поправку; эти две плоскости накло- Фа 
нены между собой под углом около 5° и 
пересекаютсл по некоторой линии, называемой линией узлов (№№ на 
фиг. 141). Наклон лунной орбиты мало изменяется с течением времени, 

можио не обращать внимания на это изменение. Но горзадо суще- 
ственнее изменение липии уз- 
лов. Она постепенно переме- 
шается, вращаясь около центга 
Земли Т, и делает полный обо- 
рот в 18:/; лет (приблизитель- 
но}. Можно описать это явле- 
ние, сказав, что перпендику- 
ляр к лунной орбите ТМ 
описывает конус около оси эк- 
липтики Т$, ‘употребляя на 
полный оборот 18'/, лет *. 

Но мы видели, что ось па- 
ры, которая производит пре- 
цессию, перпендикулярна к ли- 
нии ТМ и к осп Земли. Сле- 
довательйо, эта ось пары 
получает периодическое изме- 
нение своего положения с 
периодом в 13'/, лет. 

Такое изменение оси пары должно отозваться, .по теореме Резаля, 


Фиг. 141. 


1 Такое денжение узлов лунной орбиты вызывается возмущающим дей- 
ствнем Солнца на движение Луны, 
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на движении полюса, которое принуждено согласоваться с измене- 
ниями оси внешней пары. Поэтому полюс должен описывать не правиль- 
ный круг, а волнистую линию с пернодом волн в 18!/, лет, Соответ- 
ственно этим волнам земная ось в своем коническом движенни получает 
колебания по 9 секунд в ту и другую сторону, то приближаясь к оси ко- 
нуса, то удалзясь от него. Это явление называется нутацией; оно было 
открыто. из наблюдений Бредлеем в 1747 г. Для нас это явление пред» 
ставляет ннтересный пример приложения теоремы Резаля '. 


ПРИБАВЛЕНИЕ К ОДИННАДЦАТОЙ БЕСЕДЕ 


119. Моменты ппордии. Моментом инерцин какого-нибудь тела относи- 
тельно некоторой оси называется сумма произведений из масс частиц, соста- 
вляющих тело, на квадраты их расстояний до ЭТОЙ оси. Мы видели, что тлкое 
выражение появляется во всех вопросах, каслющихся вращения тесла. 

Осн вращения могут иметь разнообразное положение относительно тела, а 
< изменением оси изменяется и момент инершш. Таким образом дли данного 

теда мы имеем не один момент инерции, а целую групиу 
их, отвечающую комплексу псевозможных осей, которые 
можно себе вообразить в различных положениях н но 
разанчвым направлениям относительно тедл. Величииы 
зоментов инерции такой группы находятся между собою 
в нэвестпых соотиошениях, позволяющих. с легкостью 
определить значительную чусть моментов, когдл известны 
некоторые из них. Мы займемси выводом этих соотно- 
шений, 

Первая теорема. Связь между момен- 
тамн инерции для параллельных осей. 
Пусть (фиг, 142) имеем лве аси: одна из них перо 
проходит через цеитр тяжести тела С; другая (вторая) 
плраллельна первой п находится от нее ва расетоянии 
АС, которое назовам а. Возьмем любую частицу те Е 

Фиг. 42. пусть масся ее будет ии; расстояния се от первой п вто" 

рой осеН обозначим через г и 2, Обозначая буквой Х 

суммирование, распространенное на все тело, получим: момент инерщин для 
первой оси: 


момент инерции рля второН оси 


Через Первую ось пговедем плоскость АК, перпеиликулярную к АС, п рассто- 
яние частицы ЛГ от этой плоскоеги обозначим через х 
Из ДА МАС получаем: 
ны г-- 2  2ах. 
Следовательно 


‚лети + та? 4. Хдлут. 


Вынося из-Под знаков У те множители, которые одинаковы для вссх атенов суммы, 
получаем: 


Зло == Хте - ат -- ат 


1 О прецессни и нутации с динамической точки зрения см. в указанной 
хниге; КТе]л и, ЗомтегГе] 4, Тео 4с$ Ктезе», Ш Ней. 
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Первый член этого выражения представляет момент инерции Л для первой оси. 
Во птором входнт сумма лее всех частий телд Ужь т, с. полная масса всего 
тела М. Затем, в третий члон входит сумма Хх, которая, по онределению новя- 
зя центра тяжести, равиа пулю. Поэтому получим: 


4. Зе + Ме, 80 


т. ©. момент инерции для какой-нибудь оси равен сумме двух величин; а) мемента 
инерции для парлллельной осв, провсденной черсз центр тяжести, Ъ) произведе- 
ния из массы тела па квадрат расстояния ме- 

жду этими двумя осями. 

Эта теорема позволяст в случае парал- 
лельных 0ссй ограничиться нахождением 
момента инерции для одной из пих: для 
всех остальных моменты пнерцин прямо по- 
лучаются из уравнения (6). 

Уравнение (61) показывает, что среди 
параллельных осей навменьший мо- 
мент инерции получается для той из 
иих, которая проходит через центр тяжести 
тела, 

Вторая теорема. Зависимость 
между моментами ннерции для 
осей, проходящих через одну и 
ту же точку тела. Эту точку О примем 
за начало координатной системы (фиг, 143). У 

Пусть ОЛ будет одна из осей; папра- 
вление ее определяется углами а, № 3. кото. 
рые она составляст с осяыи Х, У, Я. Возьмем одну из частиц тела /М; координаты: 
ве назовем +, у, 2, массу частицы обозначим через ит. Опуская периендикуляр из 
М на ось ОД, получим расстояние МР этой частицы до оси' его назовем через г, 
а длину МО- через р. Момент ннершии тела для осн ОЛ будет: 
= Хи”, 


Фиг. 143. 


Здесь мы имеем следующие гоометрические отношения: 
й— 00: = пи бра. 


Рассматривая замкнутый многоугольник ОРМВСО п проектируя все стороны его 
на ось АО, получим: 


Ор=хс0в а ус058 | #0051. 


Слеловательн 
Пе (1605 усоз 1 2603 1. (62) 


По известному соотношению между косинусами углов, образуемых прямой с 
осями коордипат, имеем 


1 созаа +2 05? 8 -Ё с098 1; . 


поэтому уравнение (62) можно написать в форме; 
= у? + 27) (соз? а - 03° В | 0571) — (исоза - ус0зй -- 26051). 
Производя возвышение трехчленз в квадрат и сокращая, найдем окончательн 


УЗ 05? (уз. 2) 4 сов (А + 21) 4+ вой т ай + у) — 
—2 051505} — 2 созас081-ха — 2 с0зас08 ху. 


Э:о выражение нужно умножить па т в произвести суммирование для всего 
тела. Так клк косинусы углов а, В 1 одинаковы для всех членов суммы, то их 
можно вынести из-под знака ,’и мы получаы момент ниерции в такой форме: 


У воза Уи 4 У) 4- воз? В У (а 2°) сот (а + — 
— 2051605 } Ушуг — 2 059 20$ {Ут — 1608 @ 60$ } УМ лу, 
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Для краткости письма иазовем каждую из сумм, входящих и это выражение, 
одной буквой; тогда получим: 


= сова 


|= 4 со: 8 |- 4,0021 — ЭР с0311 6038 — 22; с03 а 051 — 
— 2, воз 05а. (3) 
Здесь буквы /., Чи. ‚ .‚ Ду имеют следующие значения: 
Д-Зт о-в), = Зи 2), ЛЕ ХИН 
р,=У 


24-27 


ну, В ==Унах, Ри Миху 


Так как выражение у?-- 22? есть расстолвие точки №1 от оси Х, то, очевидио, 
коэфециент /, есть момейт иперции тела относительно осн Х. Подобно этому у и У, 
прелетавляют моменты инерции отпозительно о:ей Уи 2. Воины Бу., Бе, Оу 
изображают так называем» центробежные моменты. 

Достаточно знать эти шесть величии У», /, У» Би. ОБ» Б.у: тогда по 
формуле (63) найдем момент инерции для любой осп ОД, положение которой 
определяется углами @, В, 1- й 

Итак, вопрос об определении моментов нперции дая всевозможных осей, про- 
ходящих 'чербв одну и ту ие точку, получает довольно яростос решение. Шесть 

величии определяют всю сложную сово- 
купность такой групы моментов ннериии, 

Геометрическое — изобра. 
жение этого результата. Для 
изображения того, как изменяются момен- 
ты инерции для разных осей, проходящих 
через одну и ту же точку, применим следу- 
ющий прием (фиг. 144). На каждой из осен 
ОА, ОВ, ОС... . отаожим отрезок (Оп, 08, 

1 


бе... .), предстаилиющий велечину 
пр Утух» 
г. е. величину, обратшую коршо хвадрат- 
пому из момента ‘инеэции для этой осн. 
Копцы а, 8, 6,...этих отрезков образуют 
искоторую поверхность, которая будет 
служить нагаядным указателем нзменяе- 
Фиг. 144. мости момептов пиерции. 
Определим вид этой поверхности, для чего составим се уравпение. Пусть 
эсь ОД составляет с иоорлдииатныии оси Х, 7, 2 углы в, ® т; коордицать: точки а, 


т. в. конца отрезка Оа, равного ‘ур’ 8а306ем &, т, {; это будут координаты иско- 
мой поверхности, укйзывающей, закон намепепия моментов инерции. По изве- 
стным формулам аналитической геометрии имеем: 


&- 0а- сова 


`Ол.соз | 


Оа- сот 


Определим отсюда с03 и, соз}, 6037 п. ветавим в уравнение (63). Получим по 
сокращении из А 


ЕЫРРАИАЯ — Ро Би — Зри. 4) 


Эта зависимость между координатачи &, т, (, представляет уравиение искомой 
поверхности, Оказывается, что мы имеем поверхность второго порядка, 
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К этому прибавим то соображение, что пи дяя одной из осей момеит инер- 
ции ие может быть равен нулю, так как он всть сумма положительных членов. 
Поэтому ни однн из отрезков Ош, Об, Оене может быть бесконечностью. Итак, мы 
имеем лело с поверхностью второго’ порядка, не имеющей ни одной бесконечно 
удаленноН точки, Следовательно, это, наверное, эллинсоид. 

Таким образом мы получим замечательный общиН вывод; изменение 
моментов инерции для осей, проходящих через одну 
точку, всегда представляется поверхностью эллипсонда, 
какова бы ни была форма тела и расположение масе, его составляющих. 

Преобразование уравнения эллинсои да. Изменяя направление 
осей координат, мы всегда можем упростить уривнение эллипсоида и уничтожить 
в нем члены с произведениями координат. Делая это известное преобразование 
Эйлера, получим уравнение эллипсонда в форме; 


1 ле- ли. (65) 


Новые координатпые оси будут направлены по осям эллипсоида. Сравнивая 
это уравнение В находим, что вследствие перемены координатных осей полу- 
чились следующие изменения: 

1) Величины Л. /и /, превратились в Л, Л, /, Но 1, Ли А были моменты 
инерции дя прежних осёй координат. Теперь Л, Л, Л будут моменты инерции 
для повых координатных осей, 

2) Велиаины Д,., Д‚„, Сиз обратились в нули. Но эти величины изобра- 
жают суммы Хизу, 'Уших Утух. Следовательно, при новых осях такие суммы 
равны нулю. 

Этот вывод показывает, что для всякого тела можно найти такое направление 
коорцинатных осей, при котором выполнены условия: 


Хизу=0, Хихг=0, Хиух 0, 46) 


В пятой беседе ($ 55) мы дали следующее определение: ось, удовле- 
творяющая тому условию, что для иее равцы пулю две суммы, которые 
содержат координату х, т. е. Хикс == 0, Утухс = 0, называется главною 
осью, Условия (68) показывают, что у нас не только ось Х, по и две другие 
оси `У, С суть главные осн. Итак, в каждой точке всякого тела 
имеются три главные оси, взаимно пер- 
пенднкулярные. Моменты инерции для пих пазы- х 
ваются главными моментами инерции. 

’Частвый случай. Пусть имеем: 


л=л, 


т.6. два главных момента инерции равны 
между собою. 

Тогда эллипсонд [(уравнение (65) будет эллипсондом 
вращения (фиг, 1-5). При этом получается равенство не 
только моментов инерйии для осей У, 2, по и дяя вся- 
кой оси, лежащей п плоскости У7, момепт инерции будет 2 
тоже рапен Л.”Все эти оси будут главными оснми тела, Фиг, 145, 

Этот случай получается, например, для однородных 
тел, имеющих геомстрическую форм} тела вращения, 

Главными осями такого тела будут: вго ось фигуры и все обп, к ней пернендику- 
лярные. 

Случаи, когда все три главные момента инерции равны 
между собою: 


д=А=\ 


Тотда эллиисонд (65) превращается в шар. При этом моменты инерции для 
всех осей будут равиы между собою, н все оси будут главнье. 

Вычисление момента инерции. Для этого нужно разделить тело 
на элементарные части, составить произведслие из массы элемента па квадрат 
расстояния его до осн’и затем суммировать произвелсния, Число их бесконечно 
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большое, следовательно, мы будем иметь дело с суммою бескопечио большого 
числа аленов. Подобные сучым паходятся ио правилам интегрального исчисления. 
Для примера найдем момент инерции одиородного кругового цилиидра 
относительно его осн. Пусть радиус цилиндра будст А, а высота его (фиг. 116). 
ы Разделим сго ни элементы такого вида: опишем из цеит- 
р ра, взятого па оси цилиндра, дна бесконечно близких 
хруга радиусон рир-- 42 н ил пих построим бесконечно 
тонкую цилиидрическую трубку, простирающуюся по 
всей длине цилнидра, Все точки такого элемента можно 
считать паходящимися ил одинаковом расстоянни р от 
оси цулиняря. 
Объем элемента буде . 


2ар-йр- В, 


Если плзовсм массу слниишы объем через 3, то 
массй эломсита будет: 


Хр 
его мом.ит ниерции равен: 


Ао. Нр 


: АНЯ. 


Весь цилиидр можио считать состоящим из таки: 
ментом. Просуммирусм выражения (67; эго сволитси 
к нахождению определенного нитсгроля в пределах от 
радиуса, равиого иузю, до раднусал Ю. 

Искомый момент пиерции будст: 


л 
фиг, 116. 1 { АН. р РМ: 
` рю 


Если имеем  цилиндричсское кольцо, папример обод эвого колеса 
(фиг. 147), то момсит инерции сго получится как разность моментов пиерцив 
двух цилиндров — наружного с радиусом №; и внутреннего с радпусом А. 

Определение моментов инерции опытом но времени ка- 
чания маятинка. В $ 40 мы 
видели, что время качания сложного 
млятивка определястся формулой: 


Ия 
Ма’ 
гдз /— момент инерции тела отпо- 
с лельню оси качания О (фиг. 118), 
ева тол а расорояиие 
центра тяжести тела С от оси ка- 
зания. Поэтому, сели заставим тело 
качаться около оси О и найдем 
время качания #, то можем вычис- 
лить момсит пиериин его отиоси- 
113. тельно оси 0. 

Применение этого приема воз. 
можно только для осей, ис проходящих черз центр тяжести. Действительно, есян 
бы ось О проходизл черзз центр тяжести, то имели бы: 


—® 


Н 


| 
[ 


Фиг. 147. Ч 


следовательно: 
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Но, иная момент ‘инерцив для осп О, ие проходящей через центр тяжести, 
мы сейчас же можем вычислить момент инерции для параляельной ей осп, про 
иедениой через цеитр тяжести, Для этого послужит уравиение {61). 

Видоизменение этого нриема. Вместо того чтобы для определения 
момента ниерции каждого исследуемого тела приделыватьк нему ось качания, удоб- 
цее организовать опыты в следующей форме, Имеется готовый прибор, состоящий из 
изкоторого ностоянпого млятиики, время канапия которого и его момент ннерции 
зирлие? определены. К зтому маятнику могут быть прихреплепы те тсла, момент 
инершии которых требуется найти. Вследствие прикрепления тела х мяятниху время 
качания будет отличное от первопачального. Опыт даст нам сумму момслтов инер- 
цми первоначальвого прибора н прикреплепиого к нему тела, а так как момент 
инерции прибора известен, то вычитаиием найдем момент инерции нрикреплен- 
ного тела, 

Укрепляя это тело в приборе в разных положециях, можем пайти моменты 


различных осей и определяя для каждой из иих моменты инерини. Вставляя в 
уравиение (63) величину моментя инерции и соответствующие значения углов 
оси а, В, т, мы получим по одному уравнению для каждого оныта. Всего будет 
шесть уравнений, из которых наИдем шесть величюя /,, /,. /,, Бь., Вх, Блу» 

Частный случай. Для тел вратиения достаточно найти момент инерции от- 
посительно двух осей: осифинуры и оси, к ней перпендикулярной. Этим определя- 
ется эллипсоид инерции. 

Примечание. Опроделнв положение эллилсонда пперцин в теле, мы будем 
знать положение главных осей тела. Следовательно, вышеизложенное даст спо- 
с0б дли пахождения главной оси тела, т. е, решает задачу, часто встречлющуюся 
при изготовлении быстро вращающихся частей машии. Но это решение очевь 
неудобно для практического применения, и им пикагда с пользуются. Взамен 
того ии заводах производят уравновешивание працаюниихся частей тах, хак это они. 
гано у нас в $ 57. 21.77 - 


ДВЕНАДЦАТАЯ БЕСЕДА 
ЗАБОН ПЛОШАДЕЙ 


113. Вывод завона площадей. Закон моментов количеств движения, 
служивший предметом двух предыдущих бесед, может быть представлен 
в уругой форме, которая иногда очень удобна для описания некоторых 
механических явлений, Эта новая фбрма прежнего закона есть закон 
площадей. 

С понятием о площади, описываемой движущимся телом, мы встре- 
чаемся в первый раз в механике материальной точки, разбирая явижение 
планет вокруг Солнца. По первому закону Кеплера площадь }›5р" (фиг, 149), 
описываемая радиусом-вектором р5, идущим от планеты р к Солнцу 5, 
изменяется пропорционально времени. Такое движение плансты примем 
за тип и посмотрим, насколько’ можно подойти к этому типу в общем 
случае движения. 

Для этого нужно прежде всего обобщить понятие о площади, опнсы- 
заемой движущимся телом, Если имеем плоское движение материальной 
точки (фиг. 150) от Мк М, то, выбрав в той же плоскости произ- 


(’ 
м ы 


8 
Фиг. 149. Фиг. 150. 


вольную точку О, можем говорить о площади, описываемой точкой 
М около О, т. е, о секторе МОМ’. Если у нас несколько материальных 
точек, то нужно принять в0 внимание их массы. Условимся для каждой 
из них брать произведение сектора МОЛ на массу точки 2 и за произ- 
ведением этим сохраним название площади, описываемой точкой около 
центра О. 

Если движение точки не плоское, то мы можем проектировать его на 
три координатные плоскости и рассматривать каждую проекцию отдельно 
как плоское движение. Рассматривая, например, плоскость ХУ, будем 
говорить о площади, описываемой около начала координат О, Точнее, 
будем говорить, что эта площадь описывается около оси О2, перпенди- 
кулярной к плоскости ХУ, 

Возьмем одну из таких проекций (фиг. 151). Начальное положение 
материальной точки есть 1 (левая точка фигуры); она движется по МР”, 
и мы рассматриваем площадь, описываемую около точки О. Положим, что 
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по прошествии времени # точка массы 2 приходит в /ё тогда по нашему 
опрелелению площадью, описанной за это время, будет произведение из 
массы 2: на площадь сектора "ОМ; это произведение обозначим буквою в. 
Затем предположим бесконечно малое приращение времени Аё; наша 
точка пройдет бесконечно малый путь МА” {М" есть правая точка фи- 
гуры); описываемая ею площадь получит бесконечно малое приращение Ав, 
которое представляется произведением из 2 на площаль МОМ”. 

Прнпомним следующее рассмотрение бесконечно малого перемещения, 
часто применяемое в кинематике при изучении ускорений. Движение ЛА" 
„тассматривается как составное из двух. Первое составляющее движение 
есть равномерное, идущее. по касательной, с той скоростью И, которую 
движущаяся масса м имела в точке /{; в этом движерии за время 4# 
проходится путь, равный И.А изображенный на чертеже отрезком ММ. 
Второе составляющее движение (его называем 
девиацией) есть А”; с точностью до вели- —. 
чин второго порэдка это движение можно счи- . 
тать равноускорениим, с начальной скоростью мх 
равной нулю, и с ускорением, равным ускоре- 
нию А нашей массы д в точке /{; путь ММ", 
пройденный в течение зременн АЁ будет ра- 
вен ГААе 1. 

Рассматривая пашу фигуру, видим, что пло- 
щадь МММ" есть величина порядка выше пер- 
вого, ‘так как все три стороны ее бесконечно малы. Также и площадь 
ОММ" — величина поралка выше первого, потому что сторона №, 
второго порядка. Поэтому, ограничиваясь величинами первого порядка, 
мы можем считать равными между собою две площади: 1} сектор ОМ" 
и 2) треугольник ОММ, и вместо сектора можно взять этот треугольник. 
Площадь его будет равна: 


1 
2 ИЕ 


({-—периендикуляр из О на касательную МА). Умножая площадь на 
заесу р, получим по нашему определению: 

1 
2 


Но произведение м ИЁ есть момент количества движения относительно 
оси, проведенной чгрез О перпендикулярно к плоскости чертежа. Назы- 
вая его буквою , получаем: . 


ди р АЕ, 


дк п УРА, 


Делим на`АЁ и переходим к пределу, т. е. постепенно приближаеч АЁ 
к нулю, 


1 Этот снособ рассмотрения сводится к тому, что считают ускорение постояне 
ным на протяжении пути ЛАМ". Тогда заесь можно применить законы движения 
цод дей ствисм постоянной силы, т, е, законы параболического движения. 
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А 
ИПределом дроби 2 будет производная р ‚ следовательно, нмеем: 
4 __1 
и-а№ {68} 


т.е произиодная от описанной площади по времени равна половнне 
момента количества движения, 

Если имеем не одну движущуюся точку, а совокупность их — 
систему, — то для каждой точки можно написать уравнение, аналогичное 
(68). Сквадывая их, получим в левой части производную от полной пло- 
щади, описанной всеми точками системы, а в правой части — половину 
момента количества движения всей системы. Следовательно, между опи‹ 
санной площадью н моментом количеств движения системы существует 
такая же зависимость, как имеющаи место для одной материальной точки, 

Обратимся теперь к общим уравнениям {583} {в $ 95), изображею- 
щим закон моментов количеств движения, и введем в них описанные 
площади взамен моментов количеств движения. Называя площади, они- 
санные системою на плоскостях координат 207, 20Х, ХОТ, через ®., 

. 8» 9» получим эти уравнения в такой форме: 


м. ] 
М» | (69) 


ни, 


Злесь М., М,, М, — моменты внешних сил для осей координат, Урав- 


аа 


нения (69) выражают прежний закон, но в другой форме; теперь вместо 
рассмотрения моментов количеств движения мы рассматриваем площади, 
которые описывают точки системы. Эту форму назовем законом пло- 
щадей. 

Она особенно улобна в тех случаях, когда момент внешних сил для 
какой-нибудь из осей равен нулю. Тогда получим соответствующее урав- 
нение . 


которое интегрнруется и дает: 
29 = СС. 


Здесь С и С'— две постоинные интегрирования. Вторая из них всегда 
может быть сделана равной нулю. Действительно, она нзображает вели“ 
чину пламади, уже описанной до начального момента времени. Но мы 
`всегда можем условиться считать описанную плошадь, начиная с того 
положения системы, когда # равно нулю; это равносильно положению: 
С’ =0. 
Тогда имеем; 


Я А 


се а 


описанные площади пропорциональны временам. 
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Это представляет собою обобщение первого закона Кеплера. Такой 
результат получится, если момент внешних сил для избранной нами оси 
равен нулю, т.е. если внешние силы пересекают эту ось или ей парал. 
лельны. Мы говорим внешние силы, потому что внутренние силы не 
входят в наши уравнения и не оказывают никакого влияния на вели- 
чину площали-описываемой системы. 


с 
Величина 3 представляет площадь, описываемую системой в единичу 


времени. Она сохраняет одну и ту же величину во все время движения. 

14. Завон сохранопня площадой. Если внешних сил вовсе нет, 
то момент их для любой из координатных осей равен нулю. Тогда для 
каждой координатной плоскости получим закон сохранения пло- 
щадей, т.е. описываемые площади будут пропорциональны времени. 
Такой результат получится для изолированной системы, в которой 
действуют только внутренние силы, т.е. которая устранена от всяких 
внешних влияний. 

115. Нонзмонная плоскость. Закон сохранения площадей по своему 
содержанию тождествен с законом сохранения моментов количеств 
движения. В самом деле, так как имеем зависимость 


аа 
ЧЕ 


то из уравнения (70) получаем: 


т, е. удвоенная, описываемая в единицу времени, площадь есть момент кол ‘> 
честв движения, взятый для оси, перпендикулярной к той плоскости, 
па которой рассматриваем проекцию движения, Если система изоли- 
рованная, то для всех трех координатных осей получаем постоянство 
момента количеств движения; отсюда следует, что и равнодействующий, 
или полный момент количеств движения имеет постоянную величину и 
постоянное направление. 

Плоскость, к нему перпендикулярная, называется неизменной 
плоскостью, так как она остается одна и та же во все время движе- 
ния. Рассматривая площади, . описываемые на этой плоскости, 
конечно, получим, так же как и для всякой другой плоскости, что эти 
площади пропорциональны времени; величина площади для единины 
времени равна половине равнодействующего момента. А так как (пра 
разложении на три взаимно перпендикулярные направления) равнодейству. 
ющая больше всякой из ‘своих составляющих, то величина пло- 
щади, описываемой в единицу времени на неизменной 
плоскости, больше чем на всякой другой плоскости. 

116. Астрономические приложения закона сохранения площа- 
дей. Нензменная плоскость нашей планетной еметемы. Плоскости 
орбит Земли и других планет изменяют свое положение в пространстве 
вследствие взаимных возмущающих действий; ни одна из них не может 
считаться неподвижной и не может служить для отсчитывания от нее пере- 
мещений. Но планетная система есть система изолированнах, следови» 


12 Беседы о мехнике, 
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тельно в пей есть неизменная плоскость, которая сохраняет 
свое положение, и к ней должны быть относимы все разнообразные 
движения планетной системы. 

Положение неизменной плоскости определяется тем условием, что 
она перпендикулярна к оси моментов количеств движения; следовательно, 
зная массы планет и их скорости, можем определить положение неиз- 
менной плоскости нашего мира, Такое определение было сделано Лапла- 
сом приблизительно. Так как орбиты всех больших планет мало укло- 
няются от орбиты Земли, то неизменная плоскость почти совпадает © вем- 
ной орбитой; угол между нимн составляет около 19,7698, а долгота 
восходящего узла — 114°,3979. Эти числа относятся к 1750 г,; они из- 
меняются с течением времени, так как орбита Земли переменяется от 
возмущений; но изменение нх очень медленное и едва заметное даже 
за период в 100 лет. 

117. Дальнейтее ирнлозкение закона плоткадей к изучению 
движения солнечной сиетемм. Эллиптическое движение планет есть 
первое приближение, получающееся при предположении, что на планету дей- 
ствует только притяжение Солнца. Так как, кроме Солнца, планету при- 
тягивают и все прочие тела нашей систекы, то получается движение, 
отличающееся от эллиптического н гораздо более сложное. Но во всяком 
случае действие Солнца есть преобладающая сила, приложенная к планете. 
Она значительно больше возмущающих сил, т. е. притяжений других 
планет. Поэтому отступления от правильного эллиптического движения 
хотя замечанотся при точных наблюдениях, но они очень невелики, Это по- 
зволяет примзнить для получания второго приближения следующий яри- 
ем. Будем считать, что все-таки планета движется по эллипсу, по что 
этот эллипс медленно и постепенно изменяется. Мы считаем, что изме- 
наются все элементы эллипса: его большая полуось (а). эксцентриситег 
(2), угол наклона орбиты к неизменной плоскости (3), время обраше- 
ния (7) и т, д.; все это не постоянные величины, а функции времени. 
Другими словами, мы вводим понятие о мгновенном эллипсе, беспре- 
станно изменяющемся. Найдя первое приближение, — т. е. кеплерово элли- 
птическое движение, м определив для этого эллипса те постоянные 
величины, которые его характеризуют (а, в, Ф ит. д.), мы затем 
изменяем эти постоянные, предполагаем их функциями времени. Вот 
сущность метода изменения постоянных, применяемого при 
изучении планетных возмущений. Конечно, тот же метод может быть 
применен и для других задач динамики; это общий динамический метод. 

Нелишнее заметить, что элементы планетных орбит изменяются очень 
медленно; найдя величины этих элементов для какого-нибудь мгновения, 
мы можем применять эти величины без изменения в течение многих 
‘лет для нахождения положения планеты и не получим при этом боль- 
шой ошибки. 

Принимая теперь, что движение по мгновенному эллипсу есть точ- 
ная картина явления, применим ко всей планетной системе закон сохра- 
нения площадей. Но для ускорения вывода введем еще дв: упрощаю- 
щих допущения: . 

а) Будем считать Солнце неподвижным и стоящим в фокусе того 


эллипса, который описывает планета. Правильнее было бы рассматри- 


ГАЛЬИЕЙШЁЕ ПРИЛОЖЕНИЕ ЗАКОНА ПЛОЩАЛЕЙ #9 


вать, что и Солице и планета движутся по эллипсам около общего их 
центра тяжести, но так как масса Солнца гораздо больше массы пла- 
цеты, то диижением Солнца можно пренебречь. 

Ь) Пренебрежем движением всех спутников, а массы их присоеди- 
ним к массе планеты. 

За координатные плоскости примем неизменную плоскость и две 
плоскости к ней перпендикулярные и выразим сначала закон сохране- 
ния площадей для неизменной плоскости. 

Называя массу планегы через р, а элементы ее мгновенного эллипса 
через @, в, 9, Т, получим: 

а) площадь этого эллипса равна: 


хр! 


Ь) проекция ее на неизменную плоскость, умножениая па массу, 
будет: 


т.ла 1—1 с08%; 


с) площадь, описаниаз в единицу времени: 


тто* ИГ Язь 
и, 


Так как эллипс беспрестанно изменяется, то последнее выраж ние 
мы можем применять только для бесконечно малого времени 4Ё и для 
наго`имеем описанную площадь: 


тол 50804. 69) 


Теперь вспомним третий кеплеров закон: квадраты времен обзаще- 
ний пропорционалины кубам средних расстояний, т, е., обозначая посто- 
янную величину буквою с, имеем 


з ` 71) 


или 


Вставляя это в (70), получим площадь, описанную одной планетой: 


1 Строго говоря, нмеем: 


где М — масса Солнца, т — масса илалеты, Но, тк ках отпошение и к М очень 
мило, то можно писать уравнение (71) и считать © одинаковым зан всех плзиет, 


в 
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Сложим такие выражения для всех планет. Общая. сумма должиа по 
закону сохранения площадей выражаться некоторой постоянной величи- 
ной, умноженной на время =. Сложение обозначим знаком % постоян- 


ные }/с, т можем отбросить; тогда получим: 
р 
Х (пра 105$) =: с009. . (3) 


Вот какой результат дает нам закон сохранения площадей. Оп уста- 
навливает некоторую зависимость между изменяющимися величинами 
полуосей, эксцентриситетов и наклонов орбит всех планет. Эти элементы 
це могуг изменяться, так что происхолиг увеличение всех величин 
а, 1—2), с089. 

Некоторые из них могут увеличиваться, но другие при этом должны 
уменьшаться, так чтобы сумма (72) оставалась равна некоторой постоян- 
ной величине. Эта по- 
стоянпая представляет 
со`ою как бы некото- 
рый неизменный 
фоил, отпущенный на 
все планеты и распре. 
деляемый между ними. 
Такаянеизменность уже 
отчасти предсказывает 
устойчивость  планет- 
ной системы, 

Подобные же ре- 
зультаты мы получим, 
применяя закон сохра- 
нения площадей к двум 
другим коорлинатным 
плоскостям. Обратимся 
к фиш. 152; на ней 
плоскости координат н 
плоскость орбиты изоб- 
ражены помощью их пересечений с поверхностыо шара, центр которого 
$ есть Солнце. Ж$ЗУ есть неизменная плоскость; ось 2 перпендику- 
лярна к ней; КАМ представляет часть орбиты планеты. Точку М (пере- 
сечение на нашем шаре плоскости орбиты с неизменной плоскостью) 
назовем восходящим узлом; угол №МХУ есть долгота восходящего узла; 
его назовем 4. К и {М означают точки пересечения на нашем шаре 
плоскости орбиты с координатными плоскостями 257, ХЗУ. Угол # 
сферического треугольника МКР есть угол между орбитой и коорди- 
натной плоскостью 25У. Угол и сферического треугольника ММХ, есть 
угол орбиты с координатной плоскостью $2. 

Уравнение площадей для координатной плоскости 2$У будет отли- 
чаться от (72) только тем, что вместо угла ф нужно поставить угол 4; 
но из треугольника МКР имеем: 


2 


Фиг. 152, 


С03 == 3Ш Ф с05@, 
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следовательно, уравнение площадей будет такое: 


У (п Из ИГА зто с0$ а) = сопя. (23) 


Лля плоскости А'52 ураннение получается из (72) заменой угла ® углом #1. 
Зо из треугольника АМИХ имеем: 


60$ 1 == $11 505 [ — а) = т эта, 
с‘едовательно, уравнение площадей принимаег вид: 
Ут Ув/Т—@ упфяпа) == соя. {29 


Все три уравнения (72), (73), (74}, которые нам дает закон 
сохранения площадей, имеют одинаковый характер. Они свазывают из 
менсния следующих элементов орбиты: 


большой полуоси а 
эксцентриситета е 
наклона орбиты 
долготы восходящего узла & 


В планетном мире замечается еще одно интересное явление розму- 
щенного лвижения: перемещение линии апсидов. Так называется лия, 
соединяющая между собою перигелий Р и афелий А (фиг. 158), т, в. 


Фиг. 153. 


точку, где планета ближе всего к Солнцу, с точкой наибольшего удале- 
ния от Солнца. Перемещение линии апсилов состонт в том, что прямая 
РА поворачивается, все время прохоля через Солнце. Так как при этой 
пертурбации размеры эллипса остаются прежние, то не измезяется и 
площдь, описываемая планетой в единицу времени, а вследствие этого 
закон сохранения площадей ие дает никаких указаний на этот вид 
возмущенного движения, 

118. Измрнение екорости вращения Земли при охлаждении 
06. Так как в этом явлении участвуют только внутренние силы, то здсчь 
м жет бызь применен закон сохранения площадей. Землю будем считать 
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пр:вильным шаром, одинаковой плотности во всей ее массе. Пусть 
вследствие охлаждения радиус земли К, уменьшится и сделается равным 


в = В, (1—*), {#5} 


причем и--очень малая дробь. Пренебрегая степенями этой дроби, 
получим зависимость между новым и прежним сбъемом: 


Узи а—3л)... 
с тою же степенью точности найлем, что отношение новой плотности 
к прежней будет: 
АА, (1-3). 416) 


Угловые скорости вращения Земли около ее оси — новую и преж- 
нюю — назовем ®, 0, Нам нужно определить сумму площадей, описыва- 
емых в единицу времени около оси Земли при ее вращении всеми мас- 
сами, составляющими земной шар, и выразить, что эта’сумма не должна 
изменяться от охлаждения. Здесь приходится сравнивать движения двух. 
тел геометрически подобных, но разной плотности. Объемы соответствен- 
ных частей их относятся, как кубы радиусов; геометрические площади, 
описываемые соответствующими точками, относятся, как произведения из 
угловой скорости на квадрат радиуса. Следовательно, понимая слово 
«описываемая площадь» в динамическом смысле, т. е. как произведение” 
этой площади на массу, получим отношение описываемых площадей до 
охлаждения и после него; 


Оно должно быть равно единице. Вставляя сюда отношения радиусов 
и плотностей (76) и {77}, получим; 


в: _1 1_ 
51-3 (1 яд 


откуда, отбрасывая все степени и кроме первой, найдем: 


м1 За — би 1—2, 
Г 


или 


и 7 

ви. (17) 
Итак, дробь 2л показывает относительное увеличение угловой скорости, 
а следовательно, уменьшение продолжительности суток, вследствие охла- 
жления. ‘ 

119, Влияние движения поездов, кораблей ин пр. на евороеть 
вращения Зекли, Вообразим себе, что значительное число судов, поездов 
ит. д. движутся вокруг Земли в направленни ее вращения. Если 
эти движения не компенсируются движениями в обратном направлении 
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(т. в. против вращения Земли), то для сохранения прежней вели- 
чины суммы описываемых площадей необходимо должна уменьшиться 
угловая скорость вращения земного шара около его оси, т. е. лоджна уве- 
личиться продолжительность суток. Пусть все эти суда, поезда и т. д. по 
прошествии времени # сразу останавливаются; тогда появится прежняя ско- 
рость вращения Земли, но за время # уже произойдет некоторое отставание 
вращения Земли, т. е. запаздывание астрономического времени. 

120. Вертящийся ребонов. Еще примером на закон сохранения вло- 
щцадей может служить известная детская игра. Ребенок, ‘вытянув руки в гори- 
зонтальном положении вправо и влево, сообщает своему телу быстрое 
вращение около вертикальной оси; затем сразу опускает руки вниз, 
вдоль тела. При этом уменьшаются площади, описываемые частями рук, 
а следовательно, должно получиться соответствующее увеличение пло- 
щадей, описываемых остальным телом, т, е, должно получиться заметное 
увеличение угловой скорости вращения тела, которое сказывается бы- 
стрым толчком, произволящим даже небольшое головокружение, 

191. Неправильное применение закона вохраиения площадей 
в движению человека и других животных. Это неправильное 
применение излагалось во многих учебниках и сильно укоренилось, так 
что стоит о нем упомянуть и заняться опровержением этого заблуждения. 

Начнем следующей выпиской из «Механики» Делоне 1; 

«Если мы предположим, что какое-нибудь живое существо изолиро- 
вано в пространстве и что к нему не приложено никакой внешней силы, 
то не только это живое существо не будет в состоянии переместить 
свой центр тяжести, но, кроме того, для него окажется невозможным 
сообщить своему телу вращение около этой точки. В самом деле, как 
бы оно ни действовало своими мускулами, оно может развить только 
внутренние силы; отбутствие внешних сия вызывает то следствие, 
что сумма описанных площадей, проектированная на произвольную пло- 
скость, проходящую через центр тяжести, сохраняет постоянную величину; 
следовательно, она доджна постоянно оставаться равной нулю, тзк как 
по нашему предположению живое существо первоначально было непод- 
вижно, ‘т. е. первоначально эта сумма равнялась нулю». 

Несмотря на правильность этого рассуждения, выводимое из него за- 
ключение, слеланное Делоне, а за ним и многими другими, о невозмож- 
ности для живого существа повернуть свое тело около какой-нибудь оси, 
оказывается неверным. Делоне говорит, что, если одна часть тела повер- 
нется около оси в одну сторону, например вправо, то другая часть 
должна повернуться около той же оси в обратном направлении; площади, 
описанные вправо, компенсируются площалями, описанными влево, и дают 
сумму площадей, равную нулю; общий же поворот всего тела в одну 
сторону не может произойти. Хотя мы замечаем, прибавляет он, что 
человек, стоя на полу, может повернуться около вертикальной оси, но 
‘такой поворот происходит не без участия внешних сил. Здесь самую 
важную роль играет трение подошв ног о пол: оно дает для вертикальной 


1 «Танё 4е Мёсашаце тапопойе», раг М. СВ. Ре{ацпау, 3-е & цоп, 1562, 
$ 229, Очень замечательный учебник известного астронома, члена Парижской ака- 
демии наук; отлизастся особой ясностью и простотой изложения, ` 
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оси необхопимый момент внешних сил. Если бы такого трения не было, 
например, если бы пол’ был абсо‘иотно гладкий и скользкий, то вращение 
было бы невозможно. 

Лица, приводящие такое док!зательство, не замечают, что при этом 
они опровергают только возможность живому существу повернуться 
всем своим телом в одну сторону, без сообщения отдельным 
частям тела, кроме этого вращения, еще различных других дви- 
жений. Они доказывают только то, что человек или животное не можт 
сообщить себе такое вращение, какое получает волчок или другое вполне 
неизменяемое тело. Но живые существа могут сообщать своим отдельным 
членам разнообразные лвижения; можно вращать рукн или ноги относи- 
тельно оста‘ьного туловища и так подобрать эти движения, что они 
компенсируют вращение всего туловища, т. е. эти дополнительные дви. 
жения рук или ног дают площадь, равяую, но обратную по знаку той 
площади, которую описывает остальное тело, вращаясь около некоторой 
оси, Таким образом явление этого зращения не будет противоречить 
закону сохранения площадей. Представим себе какое-нибудь тело, могущее 
без солротизления вращаться около оси О, часть которого шт (фиг. 154) 
может двигаться относительно остального тела по 
кругу миг. При этом движеняи части р радиу:* 
вектор Ош описывает около 0си О то положи- 
тельные, то отрицательные плошади (т. е. то по 
часовой стрелке, то протиз нее). За один полный 
оборот по кругу мии’ получается избыток положи- 
тельных площадей над отрицательными, измеряе- 
мый площадью круга пим!’. Для соблюдения за- 
кона сохранения площадей требуется компенса- 
ция, т. е. должна быть описана в отрицательном 

Фиг. 154. направлении площадь, равная упомянутому кругу; 

итак, все тело должно повернуться против часовой 

стрелки на некоторый угол около оси О. При непрерывном вращении 
массы из по кругу тли получится непрерывное вращение тела около оси О. 

Механизм движений, помощью которых живое существо может сооб- 
щить себе вращение, вполне согласуется с объясненным выше, Вообразим 
себе стоящего человека; для вращения около вертикальной оси он должен 
своей рукой производить коническое движение, при котором кулак его 
описывает круг, обозначенный на нашей фигуре буквами пи’. При этом 
не требуется, чтобы обязательно быдло трение подошв его ног о пол, и вра* 
щение всего тела можно получить, стоя на абсолютно гладкой плоскости. 

Это лучше всего демонстрируется «скамейкой проф. Жуковского», 
которая состоит из небольшой горизонтальной площадки, поставленной 
на шарики и могущей вращаться без сопротивления. Став на эту пло- 
щадку, человек помощью описанного нами движения руки без труда 
сообщает своему телу вращение около вертикальной оси. 

Историческая заметка, Первые возражения против заключения 
Делоне о невозможности живому существу сообщить себе вращение были 
высказаны Марселем Депре, который основывался на том факте, что пада- 
ющая кошка всегда становится на ноги, Следовательно, она может 
повернуться, как нужно, во время падения‘хотя при этом на нее не 
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действует инкаков визиани? момент, а исключительно пнутрениие снлы 
Сияв с падающей кошки ряд снимков мгновениой фотографисй, М. Цепре 
‘убедился, что кошка при этом произволит лапкой рях пзворотов, соог- 
потствующих движению точки 9ё фиг, 174 

129. Радиомотр Крукел. Этот интересный прибор, как известно, 
состоит из алюминиевых крыльев (фиг. 155), когорые помещены в раз- 
режениое пространство и могут там вращаться около 
вертикальной оси. Одна сторона крыла — полированная 
металлическая; протизоположная сторона — матовая, 
закопяенная. При действии теплоты пли света эта 
миниатюрная мельница приходит во вращение. 

Такое движение радиомегра объясняют ударами 
на его крылья, производимыми темп частицами воз- 
духа, которые в небольшом количестве остаются в 
резервуаре радиометра, чесмотря нз образование там 
сильного разрежения. Если это объяснение справед- 
ливо, то причиной движения крыльев слузкат силы, 
которые мы должны назвать внутренними, когда бу- Фиг. 155. 
дем рассматривать систему, состоящую из этнх крыльев 
и резервуара. Освободим эту систему от действия горизонтальных внеш“ 
НИХ сил; для этого повесим резервуар на тонкой длинной нити. Теперь 
мы можем применить к нашей систэме закон сохранения площадей; бу- 
дем говорить о площадях, описываемых около взртикальной оси радио“ 
метра, Если первоначально мельница была в покое, то сумма описанных 
площадей была равна нулю. Эта величина не может измениться дейст- 
вием внутренних сия, следовательно, когда крылья мельницы начнут 
вращаться в положительном направлении, то резервуар должен повора- 
чиваться в обратном направлении и описывать отрицательные площади, 
компенсирующие положительное вращение крыльев. 

Величина площади, описанной в единицу времени при вращении тела 
около некотор>4 оси, равна половине произведения из угловой скорости 
на момент инерции тела для той же оси *. 


1 Всамом деле, площадь, которую какая-нибудь частица #й описывает около 
центра О, равиь, как это следует из (фиг. 156}; 


а 
1 
т.е 
. 27% 
: 
хумма же таких площадей, составлегная для всех частиц тела дает: 
10 
59 Хти. 
27 д 
, Фиг. 155, 
Ни Уи? и есть моменг инерции тела отиосительно осп О. При равномер- 


зом вращении величина угла $ для единицы времени равиа угловой скорости. 
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Поэтому, если назовем моменты инерции крыльев и гезервуара че: 
рез /, Л, а их угловые скорости в, и’, то должиы иметь: 


№ — Ло’ 


или 


если перво“ачальнач скорость была равна нулю. Если +е вначале крылья 
вертелись ‹о скоростью ®, а резервуар удерживали от врашения, то 
разность Лю — Ла’ должна равняться первоначальной величине описанной 
площади, т, е. Л. 

Вот ряд заключений, которые нам дает закон сохранения площадей, 
если признать, что причину движения крыльев составляют у{ары части- 
чек в злуха. Если эти заключения полтверлятся опытом, то уьазанная 
гипотеза может считаться дека -анной. 

Опыты, кото; ые произвели Бертан и Гарб, хорошо согласуютсн 
с предылущими выводами. Для того случая, когда первон.ча: ьная ско. 
рость мельчицы равна нулю, получилось 


Я 
Итеп. 


=, 


1-й опыт. 


Отношение моментов инершии 


Отношение угловых скорсстей == 


2-й опыт. 
Отиошенп моментов инериги 17. 
Отношение угловых скоростей == !7.3. 


3-8 опыт. 
Отношение моментов инерции == 47. 
Отнсшение угловых скоростей = 47,5 


1 Сы, «Сите Велби, Парижск и} академии, т, 84, стр. Я0, Для того чтобы 
уменьшить сопротивление пиищелию резервуара, опыг был сделан в пустоте. 


ТРИНАДЦАТАЯ БЕСЕДА 


ЗАВОН ЖНВЫХ СИЛ 


123. Случай, когда работа внутренних енл равна’ нулю. Еще в 
девятой беседе был выведен этот закон, заключающий.» в том, что 
при движении системы: 

Приобретенная системой на протяжении известного 
пути живая сила’ равна сумме работ всех внешних и 
внутренних сил, действующих в системе. 

Мы тогда уже обратили внимание на то, что при этом законе не 
происходит в кажном частном случае исключения внутренних сил. Во- 
обще говоря, они входят в уравнение живых сил в виде работы, 
и это загрудняет применени» закона живых сил, Часто приходится 
отказываться от него и искать другой закон для решения встретиешегося 
вопроса. Возьмем, например, вопрос об изменении скорости вращения 
Земли вследствие ее охлаждения; попытаемся решить его помощью законл 
живых сил. При охлажд: нии земной шар уменьшается в объеме, стяги- 
вается, частицы его сближаются, и молекулярные силы производя ` 
некоторую работу, которая должна быть введена в уравнение. . 

Но мы затрудняемся написать выражение сля этой работы, а потому 
принуждены отказаться от применения здесь заксна живых сил. Для 
решения нашего вопроса нужно взать такой закон, в который внутреин .е 
силы вовсе не входят. Таков захон площадей, которым мы и восполь- 
зовались в $ 118. 

Мы уже указывали, что в некоторых случаях работа внутренних сил 
обращается в нуль; тогла мы избавляемея от присутствия этих неизвест- 
ных в уравнении живых сил, и закон этот получает особое значение 
для приложений. Особенно важны следующие два случая: 

ПЕРвый случли, Если форма тела во время движения 
не изменяется, т. е. если расстояния между частицами 
его остаются прежние, то работа внутренних сил, дей- 
ствующих между этими частицами, равна нулю, 

Делая такое утверждение, мы предполагаем согласно с общепринятым 
ваглядом, что взаимное действие между двумя частицами и, и" (фиг. 157) 
приводится к двум равным и прямо противоположным силам Р, Р’, идущим 
по прямой, которая соединяет частицы #2, г; силы могут быть или 
притягательные, или отталкивательные. 

ф.Докажем эту теорему. Она очевидна для того случая, когда пере- 
мещения /ис, п’е двух частиц равны и параллельны; тогда работы двух 
сия Ри Р” численно равны и по знаку противоположны; сумма работ 
этих двух сил равна нулю. Но рассмотрим случай, когда перемешения 
этих частини ша и и!ф не одинаковы, ° 


закон Живых сил 


Сумма работ двух сил Ри" не изменится, если к перемещениям то- 
чек м, м’ мы прябавим одинаковые и параллельные перемещения мени ' с, 
т. е, если вместо перемещения ша возьмем геометрическую вумму двух 


Фиг. :57. 


перемещений ма и тс, ‘йли диаго- 
наль м4 параллелограма, построен- 
ного на ма и с, а вместо п 
возьмем диагональ иг/, представляю- 
щую геометрическую сумму переме- 
щений и!’ и т’е. Действительно, 
работа силы для перемещення, иду 
мего по диагонали, равна сумме 
работ той же силы для перемещений» 
идущих по сторонам параллелогр ма. 
Следовательно, замена перемещений 
та, т! перемещелиями по ди гона- 
лям тб, ту означает прибавку лвух 
работ: работы силы Р для перемеще- 
ния лис и работы силы Р’ для пере- 
мещения ие. А так как ше ном 
равны и параллельны, то сумма этих 


двух работ равна нулю. Игак, замена сторон ма, и’ диагоналями 34, т'/ 
не изменяст суммы работ сил Ри Р”. 

Это справедливо для какой угодно величины и направления приб;- 
вочных перемещений с, и’е, лишь бы эти два перемешения были равны 
и параллельны. Теперь выберем для них определенное направление и вели- 
чину, а именно, ‘возьмем ис равным и противоположным та. Тогда полное 
перемещение точки #2, как составное из двух равных и противоположных, 
будет равно нулю, т. е. точка м сделазтся неподвижной; работа прило- 


женной к ней силы равна нулю. Остается только работа силы В", де’ 


вующей на точку иг’. 


т 


Этот прием — останозки одной из двух частиц — мы можем применять 
одинаково как в том случае, когда расстояние частиц т, №№” не изме- 
няется, так и для случая, когда лри перемещении происходит изменение 
пи’. В обоих случаях мы можем пользоваться этим упрощением; одну 
частицу будем считать неподвижной и разбирать только работу, произ- 


водимую на другой частице. 


Но по условию расстояние между частицами ит, и’ не изменяется 
во время движения. Точка п: неподвижна, следовательно, г? движется не 


иначе как по поверхности шара, 


имеющего центр и, а раднусом шиг. 


Сила же Р’ идет по прямой изм", т, е. по радиусу шара; слеловательно, 
она всегда перпендикулярна к перемешению точки м’, т.е. работа этой 
силы постоянно равна нулю” Итак, обе силы дают работы, равные нулю, 


и наша теорема доказана. 


Мы уже видели в десятой беседе, какое важное значение эта теорема 
имеет для приложений закона живых сил. 
›ВторРОоЙ случай. Переходнм ко второму случаю, когда работа 
внутренних си’ тоже оказывается равной нулю, 
`Всли фигура тела изменяется во время движения, но 
под конец движения форма и размеры тела восстана- 
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вливаются прежние, то полная работа внутренних сил 
за все время движения равиа пулю. 

Эта теорема имеет место, если относительно внутренних сил Р, Р, 
действующих между двумя частицами и, иг’ (фиг. 158), прежнюю гипо- 
тёзу об их равенстве и противоположности до- 
полним еще следующей гипотезой: общая величнна 
сил Р, Р зависнт исключительно от величины рас- 
стояния между частицами и, 2?’ ини от чего боль» 
ше. Другими словами, мы допускаем, что, как только 
расстояние между частицами #ь ли’ делается преж- 
нее, то и силы Р, Р получают прежнюю свою 
величину, хотя бы при этом направление линин 
вып’ в пространстве изменилось. 

Мы далее разберем подробно эту гипотезу, а те- 
перь займемся доказательством указанной теоремы. 

Вы е было доказано, что при нахождении суммы 
работ двух сил Р, Р, представляющих взаимодействие частиц 2и, ит’, всегда 
можно считать одну из этих частиц неподвижной. Пусть это будет ча- 
стица 2 (фиг. 158). Элементарное перемещение ига другой частицы 
можно разложить на два перемещения лб, пгс, из которых одно идет 
по линии им’, соединяющей частицы, а другое — перпендикулярно к 
этой прямой. Работа силы Р для второго из этих перемещений равна 
нулю, так как перемещение перпендикулярно силе. Остается работа 
силы Р для перемещелия пФ, направяенного вдоль по силе; эта элемен- 
тарная работа будет равна произведению силы на перемещение и’, 
т. е. на изменение расстояния между частицами; следовательно, работа 
будет равна: 


Фиг, 158. 


Р.т 


Конечная работа для конечного изменения расстояния ли’ получится 
через суммирование элементарных работ; При составлении суммы нужно 
принять во внимание, что внутренняя частичная сила Р обыкновенно 
изменяется с изменением расстоя- 
ния иги’; она есть функция этого 
расстояния. Изобразим эту изме- 
инемость графически (фиг. 159); 
по абсциссем, начиная с точки О, 
откладываем изменения длины миг, 

а по ординатам — соответствую- п 
шие величины частичной силы Р. 
Получается кривая О{Р, изобра- 
жающая зависимость частичной 
снлы от изменения расстояния ме- 
жду частицами (т. е. от удлинения или сжатия этого расстояния). 
Когда первоначальное расстояние получит удлинение ОК, то частичная 
срл\ изображается ординатой А1. Если затем удлинение получит бес- 
конечно малое приращение АК", то сила произведет элементарную работу, 
величига которой равна произведению К/.КА" т. е, измеряется заштрихо- 
ванной на чертеже площадью КЁ’К", Конечная работа, производимая си- 
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л0й Р прнудлинении от нуля до Ол, будет равна сумме элементарных ра- 
бот, т. е. измеряется плошадью О{РКлО, заштрихованной по контуру. 
Работа эта будет отрицательная, так как. частичные силы противятся изме- 
пению формы, 

При восстановлении первоначальной формы тела, т. е. при постепён- 
ном уничтожении удлинения прямой ми’, частичные силы производят 
положительную работу, способствуют такому восстановлению. По нашей 
гипотезе относительно частичных сил они зависят исключительно от 
расстояния между частицами, Поэтому, когда удлинение, постепенно умень- 
шаясь, дойдет до величины ОК, частичная сила примет то же значение А/, 
которое она имела при растяжении, в момент получения удлинения ОК. 
Это справедливо для всех значений удлинения, т. е, закон изменения 
частичной силы при восстановлении формы будет изображаться той же 
кривой ЮРЮ, которая представляла постепенное изменение частичной 
силы при растяжении. Поэтому работа частичных сил при восстановлении 
формы изобразится прежней плошадью кривой О/РиКО; но тенерь эта 
работа положительная, а при растяжении она была отрицательная. Скла- 
дывая эти две работы — одну для удлинения, а другую для восстанов- 
ления формы, мы получим в сумме, что работа частичных сил равна нулю. 
Это справедливо для каждой пары частиц, входящих в состав тела, слело- 
вательно, справедливо и для всего тела, т. в. мы получим тот результат, 
на который указали прежде: если форма тела изменяется во время дви- 
жения, но под конеи рассматриваемого пути тело принимает ту первона- 
цчальную форму, которую оно имело в начале пути, то общая сумма работ 
всех внутренних сил равна нулю. 

Мы можем приложить эту теорему к движению любой машины, 
рассматривая период движения от пуска в ход машины до полной ее 
остановки. При пускавии в ход к частям машины приклалываются различ- 
ные силы, изменяющие форму частей, Эти силы действуют во все время 
хода машины, иногда сохраняя постолнную величину, иногда изменяясь. 
Но, когда машина останавливается, то действие указанных сил прекраща- 
ется, и все части машины принимают первоначальную форму. Следова- 
тельно, работа внутренних сил за весь этот период движения равна 
нулю, и мы можем совершенно нз принимать во внимание внутрен- 
ние ‹илы в уразнении живых сил, если применяем такое уравнение ко 
всему периоду движения машины от начала пуска ее в ход до полной 
остановки. 

124. Выраження для живой силы в частных случаях. Рас- 
смотрим несколько основных случаев определения живой силы; они 
встречаются в приложениях так часто, что необходимо иметь зля них 
готовые формулы, которыми можно пользоваться, когда  пона- 
добится. 

Поступательное движение. Так как в этом движении все 
частицы имеют одинаковую скорость, то, назва! эту скорость через И, 
а массу всего тела — через М, получаем для жилой силы выра- 
жение; 


1 
2 Му, 
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Вращение твердого тела около оси. Если угловая скорость 
равна ®, то дличастицы, находящейся па расстоянии г от осии имеющей 
массу и, получаем; 

скорость ие, 
квадрат гот, 


т 
живая сила 


Суммируем живые силы всех частиц; обозначаз это действие знаком У, 
получаем для живой вилы всего тела: 


хфойия. 
То 
Вынесем общий множитель 2% за знак суммы; получим: 


1 = 
1 отли. 
уни 


Выражение Хи? нам знакомо: это — момент инерции тела относительно 
оси вращения, Итак, в этом случае живая сила равна половине 
произведения момента инерции на квадрат угловой ско- 
рости. 

125. Вралщение твердого тель около мгновенной оен. Так как 
эта ось беспрестанно изменяет свое положение в теле, то удобнее заме- 
нить угловую скорость 2 
около этой оси тремя 
ее проекциями на три и] 
взаимно  перпендику- 
лярные — направлепия, 
охраняющие в теле по- 
стоянное положение, За | 
эти направления сле- 
дует взять три главные 
оси тела; тогда получим 
наиболее простое вы- 
ражение для живой Фиг. 160. Фиг. 161. 


силы. 
Пусть р, а, г будут слагающие угловой скорости по главным -ося 


Х, У, 2. Найдем скорость для любой частицы тела, имеющей координаты 
х, у’ 2 (фиг. 160)..Для этого найлем сначала проекции этой скорости 
на оси, и с этой целью рассмотрим отдельно вращения р, 4, г. 

Вследствие вращения р около оси Х в сторону часовой стрелки 
(фиг, 161) чёстица м получает скорость, равную произведению из р ил 
радиус р и направленную перпендикулярно к этому радиусу, Проекции 
этой скорости будут: 

на ось Х....0 


»»ь Г... ря а == — 1 


х 


—Р2, 


ое 


-Е ру. 


Е р-р. соза = р 
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Для вращения 9 около оси У нолучим подобным же образом проек- 
цин (фиг. 162); 


Наконец, вращение г около 
2 


> 


п 


й 
} 


Фиг. 162. Фиг. 163. 


..0. 


Складывая все проекции, приходящиеся на одну н ту же ось, полу- 
чаем проекции скрости © на оси: 


на ось Х....42 — 7), 
» » Г... 7х ра 


ь» А... уве. 


К?адрат скорссти 9 будет равен сумме квалратав этих проекций; 
учножая на половину массы из частицы, получаем живую силу частицы ли; 


[аа нех — ра)" (ру) {79 


Остается просуммировать это выражение для всех частиц тела, и мы 
получим его живую снлу. 

Суммирование сделаем в таком порядке: сначала произведем возны- 
ление в квадрат двучленов выражения (78}. Получим члены двух ролов: 
члены первого рода будут содержать квадрат какой-нибудь копрди- 
наты, а члены второго рода будут содержать произведение двух различ- 
ных координат. Суммирование будем делать для каждого рода отдельно 
ц постоянные величины р, 9, г будем выносить за знак суммы Х. У нас 
получатся суммы двух видов: первого вида с квадратами координат, т. е. 
Утх?, Утуй, Уррей, и второго вида —с произведениями координат, т. е. 
Утлху, Утха, Утуг. 

По определению понятия о главных осих все суммы второго внда 
равны нулю, и соответствующие члены исчезнут. Окончательно получим 
следующий результат суммирования, 


| (азтая {- РУтуя | ИХлиа-| рии Ануй тя), 
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или 


й хи (А-а-а п) 35т (| у 7]. 


Но выражения (у*-|- 2“), (2 |2“), (ху?) представляют квадраты 
расстояний частицы шт от осей Х, У, 2. Соответствующие суммы 
Ут у), Жи Ау Хе (ха + *) дают величины моментов инер- 
ции для главных осей Х, У, 2. Называя эти моменты инерции через 
/,У»› У» получим очень простое выражение для живой силы: 


ля-ля). 9) 


126. Движение центра тяжееги и движение оволо центра 
тяжести. Во многих случаях удобно рассматривать движение системы 
как совокупность двух движений: в первом из них все точки системы 
двигаются одинаково с ее центром тяжести; второе есть движение около 
центра тяжести, который при этом считается неподвижным. При таком 
разложении получается простое выражение для живой силы, а именно: 

нужно определить живую силу для каждого из ука- 
занных двух движений отдельно и затем арифметиче- 
ски сложить эти два выражения. 

Доказательство этой теоремы всего удобнее сделать, определяя дви- 

жение двумя системами декартовых координат. Одна из них, имеющая 
оси К, Н, Ф, пусть будет неподвижна; к ней отнесем движение центра 
тяжести; его координаты для этих осей назовем: &, п, 9. 
. Для другой координатной системы начало возьмем в центре тяжести, 
а оси ее Х, У, 2 направим параллельно неподвижным осям К, Н, Ф. Это 
будет подвижная система координат, перемещающаяся вместе с центром 
тяжести. Координагы какой-нибудь массы и: относительно подвижной 
системы назовем х, у, 2. Тогда координаты той же массы относительно 
неподвижных осей будут: 


хь У 2-3. (80) 


Проекции скорости будут производные от координат. Поэтому, рассма- 
тривая движение массы м относительно подвижных осей, будем иметь 
проекции скоростей этого относительного движения: 


4х ау 42 
а Ш а {81 
Проекции же скоростей действительного движения 
массы т будут равны производным от координат (80), т. е.: 


(82) 


ах Ее 22, 4 
м О, и. 


Наконец, проекции скорости центра тяжести системы будут равны про- 
изводным от координат этой точки, т. е. 


в Ч ` 8) 
а’ а’ в 


18, Беседы о механике. 
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Составим выражение для полной живой силы массы #1; квадрат ее ско- 
рости равей сумме квадратов ее проекций (82); следовательно, живая 
сила будет равна; 


3" [@ Я +@- + +(@#+ +1, 


или, по раскрытии квадратов двучленов; 


1 К 


рам [(# ге (=) На. -( Е + (+ 


о Чу 042 
жа? в и | 


Теперь нужно просуммировать такие выражения, распрострзняя их на 
все массы системы. ты различных масс получим разные координаты 
х,., &, НО величины &, т, ф для всех масс будут одинаковы. Имея это 
в виду и выводя общие множители за знак суммы, получим для живой 
силы системы выражения: 


ее О НН 
азии ня +1) 


Но так как начало подвижной координатной системы проходит через 
центр тяжести системы, то по определению такого центра имеем: 


^Утх 0, Хту=0, Утг-0. 
Диференцируя по времени эти выражения, находим: 


Ут 
ие 


Вследствие этих равенств уничтожаются три. последние члена в выраже- 
нии для ТГ. Остается рассмотреть остальные два члена этого выражения: 


155) 
т.— ут + (+ 4. 
Е +. +9} 


есть квадрат скорости центра тяжести системы, а Ут означает сумму 
всех масс, составляющих систему, то’Т, представляет живую силу, ко- 


Так как 
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торую система имела бы, если бы все части ее двигались одинаково 
< центром тяжести. 
Далее, видим, что величина 


уе 


есть квадрат скорости того движения, которое масса т имеет относи- 
тельно центра тяжести системы. . 

Следовательно, Г, означает живую силу для движения системы относи- 
тельно ве центра тяжести. Оказывается, что истиная живая сила системы 
равна сумме этих двух живых сил 


у ВТ, 


что мы и желали доказать. 

197. Живая енла поезда. Для примера возьмем движение желез- 
нодорожного поезда, Кроме общего поступательного движения, одинако- 
вого с центром тяжести, колеса имеют еще вращательное движение. Пусть 
скорость поступательного движения есть у; массу всего поезда, включая 
и колеса, назовем М; угловую скорость вращения одного из колес обо- 
значим буквою &, а момент инерции колеса относительно его оси назо- 
вем Л. 7Кивая сила поезда будет равна: 


ми 1х ля 


где сумма Х должна быть распространена на все колеса. ` 

128. Работа силы тязыеети. Эта внешняя сила встречается в при- 
ложениях очень часто, а потому подготовим общее выражение для 
работы в произвольной системе. Выберем основную горизонтальную 
плоскость, к которой будем относить высоты всех частей системы. Пусть 
одна из частиц, имеющая вес р, во время движения переместилась так, 
что ве первоначальная высота А, над основной плоскостью превратилась 
в #. При этом вес р производет -работу, равную произведению его на 
вертикальное перемещение ` 


„— в. 


Сложим работы весов всех частиц системы; получим полную работу 
веса; 


Те р (й, — #) = Урёь -- Хрй. 84) 


Назовем высоту кентра тяжести системы для начала движения Нь, а 
для конца его №; вес всей. системы пусть будет Р. По определению 
центра тяжести имеем зависимость: 


РН, 
РН Ур. 


Шы 
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Подставим эп! значения Ур, и Хрь в (81), тогда получим: 


Т=Р(Н,—Н), 85} 


т. г. работа всех сил тяжести в системе равна произведению из полного 
веса системы на понижение ее центра тяжести. 

Если работа внутренних сил равна нулю, а кроме тяжести нет дру- 
гих внешних сил, то выражение (85) изображает величину живой силы, 
приобретенной системой при рассматривае- 
мом перемещении. 

129. Прижеры. Цилиндр катится без 
скольжения по наклонной плоскости (фиг. 
164). Радиус цилиндра назовем через А, 
его массу — через М, момент инерции от- 
носительно оси его — через 7. Пусть на- 

Фиг. 16% зальная скорость равна нулю; по`опускании 

цилиндра на высоту # скорость его по- 

ступательного движения получит некоторую величину У, а в то же время 

он приобретет некоторую угловую скорость вращения ®. Так как цилиндр 

катится без скольжения, то между величинами У и ® существует зави- 
симость: 


Во =у, 

т. 6. 
м У 
в 


Живая сила цилиндра будет, на основании теоремы $ 126, равна 
сумме двух живых си 


Та 
ми 
и ; 
1 а 17 с 
вм 


Работа тяжести будет равна произведению веса цилиндра /М= на пони- 
жение его центра тяжести й. Получаем следующее уравнение живых сил; 


(м в) мер, 


из которого найдем скорость У, а деля ве на К, получим угловую, 
скорость. Получаем: 


мк 
УВ ИЕ 


Если бы такое тело спускалось с наклонной плоскости не вра- 


щаясь, то имели бы: 
Уи, 


следовательно, вращение уменьшает скорость У. 
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Аналогичный результат получим при сравнении следующих двух дви- 
жений (фиг, 165): а) маятник, состоящий нз шара Р, подвешенного на 
невесомой нити; Б} тот же шар, катящийся по круговому желобку. Во 
втором случае качания будут медленнее, чем в первом, 

Тяжелая частица, движущаяся по винтовому же- 
лобку. Мы начали решать эту задачу в $ 94 и получили уравнение (57): 


о (А+ ма) — ашУсозф ==0. 


Докончим ее, т. е. составим второе уравнение, связывающее неизвестные 
У но. Для этого пам послужит закон живых сил. Назовем момент инер- 
ции цилиндра, несущего вивтовой 
желобок, относительно оси его че- 
рез Л. Тогда живая сила этого ци- 
линдра будет: 


Бля, (86) 


Опускающаяся по желобку частица их 
получает, как мы видели, скорость, 
состоящую из двух слагающих гори- 
зонтальной скорости ив — Усоза, вертикальной скорости Изта. 

Сумма квадратов этих слеглощих даст квадрат полной скорости, Сле- 
довательно, живая сила частицы т будет равна: 


р т [во — Из 2) -- (И 03 2). {87) 


Полная живая сила частицы и вращающегося цилиндра будет равна 
сумме выражений (86) и (87). 

Что касазтся работ сил, то здесь имеем только работу веса частиц #1; 
при опускании частицы на высоту у, работа будет равна мау. 

Так как начальные скорости по заданию равны нулю, то урабйиием 
живых сил будет: 


Ло и (во — Узи) -- (У соя | = 2тву. (88) 


Соединяя его с уравяением (57), найдем обе скорости У и в. Нетрудно 
видеть, что как опускание частицы м, так и вращение цилиндра будут 
происходить равноускоренно. 

139. Устойчивоеть вращения твердого тела, Мы зназм, что в 
каждой точке тела есть три главные оси; они обладают тем свойстом, 
что при вращении около них силы инерции взаимно уравновешиваются, 
т.е, для равновесия не требуются дополнительные внешние силы на опо- 
рах оси, Когда сообщено вращение около главной оси, то оно будет 
продолжаться по инерции без перёмены. Между тем, если сообщено 
вращение охоло неглавной оси, то для поддержки его необходимы 
внешние силы на осв. Если их нет, то ось вращения будег мгиовен- 
ной, беспрестанно изменяющей свое положение в теле и в иро- 
сгранстве. - 
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Только главные оси обладают’ свойством быть постоянными осями, 
около которых вращение поддерживается инерцией, без помощи внешних 
сил. Этим свойством обладают все три главные оси, 

Но постоянство оси, при отсутствии внешних сил, еще не 
означает ее устойчивости. Этим последним термином мы называем 
способность тела мало изменять свое вращение от действия на него 
небольших толчков, т. е. от кратковременного приложения к нему не- 
больших сил. 

Положим, что первоначально тело вращалось около главной оси и 
что действием толчка ось вращения изменилась, т. е, зело после толчка 
вращается около мгновенной, беспрестанно переменяющейся оси. Сейчас же 
после толчка эта мгновенная ось по необходимости очень близка к перво- 
начальной оси, так’ как предполагаем небольшой толчок. Иногда затем, 
с течением времени, мгновенная ось постепенно удаляется от первоначаль- 
ной, и в скором времени это удаление делается очень заметным; тогда 
мы говорим, что первоначальная ось вращения была неустойчивая. 
Если же после толчка мгновеннзя ось хотя с течением: времени изме- 
няет свое положение в теле и в пространстве, но, тем не менее, откло- | 
нение ее от первоначальной оси все время остается очень малым, то мы 
газываем первоначальную ось устойчивой. 

Рассмотрим общий случай, когда три момента инерции /,, /,. 7, для 
главных осей не равны между собою, Из этих трех моментов один —нан-. 
больший, другой — нанменьший, а третий — средний. Легко доказать, 
что как ось наибольшего момента, так и ось наименьшего момента 
будут устойчивы. Для доказательства мы кроме закона живых сил при- 
меним закон моментов количеств движения, 

Пусть первоначальное тело врашалось около первой главной оси, 
облалающей моментом инерции /, и имело угловую скорость ру. Началь- 
ная величина живой силы есть УР начальный момент количеств дви- 
жения для первой оси равен Лру, а для двух других осей этот момент. 
равен нулю. 

После толчка тело будет вращаться около некоторой мгновенной | 
‹си, не совпадающей с главной. Скорость вращения около мгновенной 
оси можем разложить на три скорости по главным осям; эти слагающие 
{они переменные} назовемр, 9, г, Тогда живая сила будет равна (см. $ 125: 


тели леди 


Момент количеств движения после толчка будет иметь своими про- 
екциями на главные оси величины (см. $ 99). Лр, Л.4, Лу. Полная же 
величина момента количеств движения {1 получится как равнодействую- 
щая трех проекций, т. е. будет: 


После толчка тело опять предоставлено самому себе, и внешние силы 
на него не действу:от. Следовательно, при дальнейшем движении как 
живая сила его Т, так и полный момент количеств движения п, должны 
сохранять постоянные величины, притом эти величины должны очень 
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мало отличаться от первоначальных значений жизой силы и момента 
количеств движения, имевшихся до толчка, так как толчок по предполо- 
жению очень невелик. 

Будем считать толчок бесконечно малым; тогда, обозначая через т 
и В бесконечно малые величины, получим: 

1) Условие постоянства живой силы: 


ПАНА Лт = Лей -а. (89) 
2) Условие постоянства момента количеств авижения: 
(АРУ ОЯ Е бугй = ро -- в (98) 


Исключим из этих уравиений ри р.’ для этого (89) нужно умножить 
ьа Л и залем вычесть (90) из (89). Получим: 


Лео) п=ла—фВ= (91) 


где (2—8) — бесконочно малая величина. 

До сих пор мы не говорили ничего о сравнительной величине момен- 
тов инерции /,, Л, Л, Теперь предположим, что ./, — наибольший из них; 
следовательно, первоначально вращение происходило около оси наиболь- 
щего момента инерции. Тогда Л — Л > 0, Л — № > 0; следовательно, оба 
члена левой части уравнения (91) положительные, а так как сумма их 
должна быть бесконечно мала, то и каждый из членов должен быть бес- 
конечно мал. Отсюда следует, что 4 и гдолжны быть бесконечно малы 
Итак, во все время движения по инерции после толчка скорости 4 иг 
бесконечно малы; а так как вращение после толчка состоит из трех 
слагающих р, 9, /, 10, очевидно, направление мгновенной оси вращения 
в теле будет бесконечно мало отличаться от первой главной оси, 
имеющей моментом инерции Л, т. е. от первоначальной оси вращених. 

Нетрудно доказать, что и в пространстве направление мгновен- 
ной оси будет все время ‘очень близко к первоначальному направлению 
оси вращения. Для этого рассмотрим направление вектора моментов 
количеств движения. До толчка этот вектор совпалал с первоначаль- 
ным направлением той главной оёи тела, около которой происходило 
вращение. Толчок мог изменить направление вектора моментов количеств 
движения в пространстве лишь бесконечно мало. После толчка внешние 
силы не действуют, следовательно, положение указанного вектора неиз- 
менно. Но он получается как равнодействующий из трех моментов по 
главным осям Лу, /9, Луг, слевовательно, направление равнодействующей 
Этих трех векторов может лишь бесконечно мало отличаться от перво- 
начальной оси вращения, а так как ./,4 и 77— величины бесконечно малые, 
то направление скорости р, слеловательно, и мгновенной оси, может лишь 
бесконечно мало отличаться от первоначальной оси вращения. 

Таким образом прихолим к заключению, что в движении, происхоля- 
щем после толчка, мгновенная ось вращения и в теле и в простран- 
стве будет лишь бесконечно мало отклоняться от первоначальной оси 
вращения. Следовательно, эта ось, т,е. ось наибольшего моъента инер- 
ции, устойчива. 
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Возьмем теперь случай, когда первоначально вращение происходило 
около оси наименьшего момента инерции. В этом случае имоем: 
Л <, следовательно, в уравнении (91) члены, (1 —/,) 4°, (АЛ) 
оба отрицательные. А так как их сумма равна бесконечно малой вели- 
чине 3 — а, то каждый из этих двух членов должен быть бесконечно. мал; 
отсюда следует, что { и г бесконечно малы. Одним словом, мы можем 
буквально повторить все предыдущие рассуждения и убедимся, что ось 
наименьшего момента инерции также устойчива. 

Но, если первоначальное влащение происходит около главной оси, 
имеющей такой момент Л, что Л, < Л<Л, то в уравнений, (91) член 
Л0,—Л) т? положительный, а другой член У, {Л — Л.) 9* —отрица- 
тельный. Поэтому здесь мы не можем сделать заключения, что фиг 
бесконечно малы. Следовательно, здесь неприменимы и все последующие 
рассуждения, помощью которых мы доказывали, что оси наибольшего 
и нанмечьшего момента инерции устойчивы. Для оси, имеющей средний 
момент инерции, необходим отдельный, особый разбор вопроса. Мы его 
не будем делать, а укажем только на результат: оказывается, что эта 
ось неустойчивая. 

131. Случай тела вращения. В этом случае два главных момента 
инерции равны межлу собою; например, Уз. Третий главный момент 
инерции, а именно, момент инерции тела для оси его фигуры, или больше 
остальных двух, или меньше их обоих, т. е. он или наибольший, или 
наименьший, Рассуждение предыдущего параграфа показывает, что ось 
фигуры будет всегда устойчива. Можно было бы доказать, что осталь- 
ные главные оси неустойчивы, 

183. Теорема Даниила Бернулли. Прилагая закон живых сил 
к установившемуся движению жидкости, получим теорему Д. Бернулли. 
Это— основная, главная теорема 1 ндролинамики, имеющая многочисленные 
приложения. при изучении течения воды в реках, каналах, трубах, при 
исследовании действия воды в водяных двигателях и т. д, До недавнего 
времени эта теоре: была почти единственный теоретический результат, 
которым пользэвались в гидравлических приложениях. Не доказывая эту 
теорему в общем виде, ограничимся той частной формой ее, которая 
нмеет значение в гидравлике. . 

Укажем точные условия, при которых имеет место последующий 
вывод, Мы рассматриваем жидкость идеальную, т. е, во-первых, несжи- 
маемую, а во-вторых, не представляющую никакого сопротивления таким 
изменениям формы, которые не сопровождаются изменением объема; сле- 
довательно, это— жидкость, совершенно лишенная вязкости. Задание таких 
свойств жидкости приводит к тому, что работа внутренних сил ее равна 
нулю. Мы также допустим отсутствие трения между жидкостью и стен- 
ками сосуда или трубы, в которых течет жидкость. 

Мы рассматриваем движение вполне установившееся, т. е. в каждой 
точке пространства, наполненного жидкостью, явления не изменяются 
с течением времени; направление и величкна скорости в этой точке, вели- 
чина внутреннего давления у этой точки остаются постоянными во 
все время движения. . 

Разбираем движение тяжелой жидкосли в сосуде любой формы” 
АВОС (фиг. 166) между сечениями АВ и СО и предлолагаем выполнен- 
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нымн следующие условии: 1) отсутствие вихрей в объеме АВОС, т. е. 
допускаем движение правильными струями; 2) давление по всему сечению 
АВ одно и то же (р), и все частицы, проходящие через АВ, имеют 
одну и ту же скорость (И,], направленную нормально к АВ; 3) те же 
условия выполнены и в сечении СО; здесь давление р, скорость И,. 

В течение бесконечно малого времени 4Ё частицы, которые были 
расположены в сечении АВ, пройдут путь И, 4Ё и привут в А’В’. Час- 
тнцы, находившиеся в сечении СО, пройдут путь Г, 4# и займут поло- 
жение С’Д’. Применим закон живых сил к этому движению массы жид- 
костн АВОС, передвинувшейся в А’В'О’С". 

Нанальная живая сила нашей системы состоит из двух частей: живой 
силы жидкости АВВ'А’ и живой силы жидкости А’В'ОС. Окончательная 
живая сила тоже может быть рассматриваема как совокупность двух час- 
тей: живой силы жидкости А’В’ОС и живой силы жидкости СОБ’С". 
Мы видим, что живая сила объема А’В’ЮС входит как в выражение 
начальной живой силы, так и в выражение окончательной живой силы; 
прнтом в обоих выра- 
жениях живая сила это- 
го объема одиа и та 
же, потому что движе- 
ние жидкости устано- 
вившееся, т. е. скорость 
жидкости в любой точ- 
ке К этого объема одн- 
накова как для началь- 
ного момента времени, 
так и для окончатель- 
ного. При нахождении Фиг. 166. 
живой силы, приобре- 
тенной за время 4 мы должны вычесть начальную живую силу из 
окончательной; при этом сократится живая сила объема А’В’ОС, и оста- 
нется только разность живых сил объемов СОБ’С' и АВВА'. 

Эти объемы равны между собою, так как жидкость несжимаемая.- Ес. 
назовем буквою @ объем жидкости, протекакчцей через кажлое сечених 
в единицу времени, то указанные объемы буду” равны 4. 

Вес единицы объема жидкости назовем через |, тогда масса жи; - 


кости, протекающей в одну секунду, будет равн: ве т; наконец, искс 


мая приобретенная живая сила выразится разностью 


1 
ы 5 Ё О (У — У. 


Перейлем к работе действующих сил. Мы уже видели, что работа внут- 
ренних. сил в идеальной жидкости равна нулю. Также обращается в нуль 
работа давлений 4, производимых на жидкость стенками сосуда или 
трубы, в которой она течет; эти давления всегда перпендикулярны к 
пути, проходимому частицами, движущимися по стенкам, если движение 
происходит правильной ‘струей; следовательно, сила и перемещение вза- 
имно перпендикулярны, т. е. работа равна нулю. Остаются только ра- 
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бота веса и работа давлений р‚, р, на сечениях АВ, СЮ, которыми огра- 
ничена наша движущаяся система. 

Для получения работы веса нужно взять вес всей жидкости АВОС 
и умножить на понижение ее центра тяжести, происходящее при переходе 
из АВБС в положение А’В'О’С’. Заметим опять, что в обоих положе- 
ниях имеем общий объем А'В'ОС, который как бы вовсе не переместился, 
так что центр тяжести его остался на прежней высоте. Поэтому рас- 
сматриваемое перемещение жидкости эквивалентно тому, как будто бы 
объем элементарной части АВВ'А" опустился и занял положение СРО'С' 

Произведенная при этом работа равна весу элементарной части, т, 


914 


умноженному на понижение центра тяжести объема АВВ’А’ при опуска- 
нии его в положение СОО’С'. Это понижение при отбрасывании беско- 
нечно малых высших порядков может считаться равным разности # 
уровней центров тяжести предельных сечений АВ и СО. Итак, работа 
веса будет равна; 

ан. 


Работа давлений р, на сечение АВ получится следующим образом: 
р, означает давление на единицу площади, если с ченце АВ имесг 
площадь Р, то полное давлени буде’ равно: 


р1Ё. 


Его нужно умножить на пройденный путь, т. е. на И,46; полусим 
работу: 
рАЕИ, а. 


Но произведение РИ; есть объем (© жидкости, протехающей в еди- 
вицу времени, следовательно, работа будет равна: 


р.@ а 


Она положительная, так как направление силы совпалает с направлс- 
тнем перемещения. 
Работа давления р; найдется подобным же образом и будет равна: 


— р19 а. 


Она отрицательная, так как здесь сила идет противоположно пере- 
мещению. 
Складывая все работы, получим сумму их: 


ва (НЕ р, — г»). 


Приравнивая это выражение приобретенной живой силе, получаем 
уравнение живых сил: 


тии =еч НН в), 
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или, по сокращении: 
ул уз 2в(н и 2-52). 
Это уравнгние и выражает теорему Даниила Бернулли. 
Величины 2% 22 измеряют давления, имеющиеся в жидкости в сечениях 


АВ и СБ. На самом деле, р; и р, представляют эти давления в едини- 
цах сил, приходящихся на единицу площади (например в к2/см?}; деля 
их на {, получим высоты столба жидкости, уравновешивающей такие дав- 
ления. Такое измерение давления жидкости высотой ее столба часто 
применкется; приборы, производящие такое измерение, называются пьезо- 
метрами, высста столба в них называется пьезометрической высо- 
той *. Обозначая эти высоты для сечений АВ и СО через д; й;, получаем 
теорему Б‘рнулли в форме: 
УЕ (НЕ — №), 92) 
т. с. при деижении жидкости от АВ к СО приобретается такая же ско- 
рость, как при падении тяжелого теля © высоты Н’-- Я, — #,. 
При гыводе мы допустили, что как в сечении АВ, так и в сечении 
СБ скоростн всех частиц параллельны между собою. Поэтому наше 
уравнени: можно применять не к любым двум 


сечениям трубы, по которой течет жидкость, а , 2 з 4 
только к тем, которые удовлетеоряют этому усло- (| „4 
.ию, например, для фиг, 167, к сечениям, отме- =——^ 
ченным цифрами 1, 2, 8, 4, 
Возьмем частный случай; пусть о‹ь трубы Фиг. 167. 


будет горизонтальная прямая (фиг. 168); тогда 
дзэя кажных двух сечений ее разность уровней А/ будет равна нулю, 
и мы получаем из уравнения (92) следующее условие: 


и 
Следсвательно, сумма презометрической высоты и величины р (т. е. вы- 


соты, отвечающей скорости течения) будет одинакова для сечений трубы, 
отмеченных на фиг. 167 цифрами 
1, 2, 3, 4. Но скорости течения по 
трубе изменяются обратно пропор- 
ционально площадям сечений. Отсюда 
следует, чго льезометрическая высота 
будет изменяться одновременно с 
изменением поперечных сечений и 
в ту же сторону, т, е. пъезометри- 
ческая высота будет значительна там, Фиг. 168. 

гле происходит расширение трубы; 

эта высота будет малая в суженных местах трубы. Этот результат хо- 
рошю демонстрируется прибором (фиг. 168), в котором происходит исте- 
чение окрашенной жилкости, пои постоянном напоре. Стеклянные тру- 


1 Обыкновенио, пьезометр измеряет не полную величину давления, а превы- 
шение этого давления над атмосферным. 
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бочки и, 2, с,„., поставленные в разных местах по длине течения, ука- 
зывают пьезометрические высоты, т. е. давление, в этнх местах. 

Если в одном месте трубки (фиг. 168) сечение будет очень сильно 
сужено по сравнению с выходным отверстием, в котором давление равно 
атмосферному, то в суженном сечении давление можег оказаться значи- 
тельно ниже атмосферного. Делая опыт с водою при обыкновенной ком- 
натной температуре, можем достигнуть такого понижения давления, что 
вода в суженном сечении будет кипеть. Такой опыт был произгеден 
Осборн Рейнольдсом- .*” 

133. Применение закона живых сил к изучению движения 
нашин. При изучении движения машин аля первого приближения пре- 
небрегают упругостью частей машины и считают их телами абсолютно 
твердыми. Так как машина, состоящая из св.занных между собою твер- 
дых тел, почти всегда есть система с толныхи связлми, т, е, система с 
одной степенью свободы, то движение ее определ.ется одной переменной, 
а путому для исследования движения машияы достаточно одного урав- 
нения. За такое уравнение обыкновенно ’берут уравнение ж:.вых сил; оно 
очень удобно для этой цели, так как прмо 
дает скорости, г. е. те именно элементы 
лвижения, которые имеют особое значе- 
ние в практическом употреблении мании, 
при их службе. 

В машинах всего чаще взтречаются 
движения поступательное и пращатель- 
ное, для которых выражение живой силы 
получается очень просто, Движения, не отно- 
с щиеся к этим двум разрудлм, почти всегда 
представлают плоские движених, следовательно, это необходимо булут 
врашения около мгиовен: ого центра. Зная положение мгновенного 
ментра, мы могли бы ны азить живую силу как произвеление угло ой 
скорости на хочеет инерции относит, льно этого центра. При этом прь-- 
детсз спределять моменты инерции длз различных центров, изменяющих 
свое положение в теле; но все эти моменты инерции легко определя- 
ются, когда известен момент инерции для центра тяжести тель; для этого 
нужно госпользоваться теоремой, выведенной в $ 112. 

Здесь очень удобен следующий прием: тело (фиг. 169) заменяется 
тремя массами М, М», Му, сосредоточенными в иснтре тяжести С \и 
в двух точках А, В, лежащих на одной прямой с центром тяжести, 
Подберем эти массы так, что сумма их будет равна массе нашего тела, 
а сумма их моментов инерции для точкн С будет равна моменту ние; - 
ции тела для той же точки. Тогда, на основании теоремы $ 112, и для 
всякой другой точки моменты инериии нашего тела и полученной сис 
темы из трех масс будут равны между собою. 

Подбор масс сделаем таким образом (фиг. 169): пусть / еёть мо- 
мент инерции нашего тела для его центра тяжести; обозначим расстоя- 
ния АС, СВ, АВ буквами а, 6, [. Тогда нужно взяты 


Фиг. 183. 
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Третья масса М, получится как остаток по вычитании /И, -|- М, из пол? 
ной массы тела М. 

Действительно, при таком подборе получаем, что моменг инерини 
нашей системы трех масс для центра тяжести С будет равен; 


м ам = (1+7) л 
что и требуется. 

Точки А, В могут быть выбраны где угодно на линий, проходящей 
через 5. В частном случае шатуна паровой машины (фиг. 170) самое 
удобное выбрать точки А и В в центрах 
цапф. ‘ 

Исследование движения машин при помо- 
щи закона живых сил значительно облегча- 
ется применением графического метода, кото- Фиг. 170, 
рый излагается во всех курсах прикладной 
механики. Очень удобные графические способы для нахождения скоро- 
стей разных точек плоского механизма приводятся в сочинениях: О. Мовг, 
АБпапфшиЗеп аз Чет Семее 4ег 4еспойзснен Меспашк, 1У АБпал@ ле; 
В. Г.. ЗМИЕВ, гар с$, ог Не АН оЁ СаесшаНоп Бу 4гаутя пез. Из но- 
вых работ по этому вопросу заслуживают внимания статьи профессора 
Виттенбауера ', 


1 Сы, Е. М1 епьацег Огарызсне Оулалёк дес бешеб-п, «Фейесвил № 
МашетаеК ила Рауз!К», Вала 50; его же, О!е огаршесне тела 45 Зенмипр- 
тадвечисез, «АеНзеНЫй Чез Уетелез Решзснег [прешенге», 1905, 5. 471. 


ы 


ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ БЕСЕДА * 
ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИН 


185. Молекулярная гипотсза. Закон сохранения энергии, т е. уче. 
ние о постоянстве энергии в природе, есть универсальный физический 
закон; охватывающий все разнообразные физические явления. Он уста- 
новлен, главным образом, экспериментально на основании массы опытов 
и наблюдений, показавших, что энергия никогда не теряется; в случаях 
кажущегося исчезновения ее всегда можно установить, что здесь произо- 
шло не уничтожение энергии, а преобразование ее в другую форму, 
притом в эквивалентном количестве. Сюда относятся преобразование 
чисто механической энергии в теплоту, свет, электричество и все прочие 
взаимные преобразования этих видов энергии, химической энергии 
ит. д. 

Мы покажем, при каких условиях и предположениях, или допуще- 
ниях, динамика приводит к закону сохранения энергии. 

Это динамическое учение ведет свое начало от Ньютона. Некоторые 
английские авторы даже прямо приписывают Ньютону открытие этого за- 
кона; «принцип сохранения энергии так же стар, как Ньютон», говорит 
Оливер Хевисайд. Хота в таком утаерждении заключается значительная 
долл увлечения, но, несомненно, основанием принципа сохранения энер- 
гии служит молекулярная гипотеза, поставленная Ньютоном как общий 
закон всех явлений природы. 

Гипотеза эта изложена не в «Рипср!а», а в другом позлнейшем со- 
чинении Ньютона, в его «Оптике» ". В конце этой клиги Ньютон ста- 
вит ряд вопросов {Фиеце$), куда отнесены им все гипотезы и положе- 
ния, которые он поставил и хотел проверить, но не имел возможности 
слелать это. Он опубликовал их затем, чтобы другие могли сделать та- 
кую проверку. 

Молекулярная гипотеза содержится в 31-м вопросе. Ньютон, найдя, 
что взаимное притяжение небесных тел прекрасно объясняет движение 
планет, естественно, был приведен к идее попытаться, нельзя ли и дру- 
гие явления объяснить притягательными и отталкивательными силами, 
Вопрос 31-й состоит в следующем: 

«Не заключаются ли в мелких частицах тел некоторые силы, по- 
средством которых они (частицы) действуют вдаль не только на лучи 
света, чтобы их отражать, преломлять и изгибать, но также взаимно 
одна на другую, и этим вызывают большую часть явлений природы?» 


г Есть русский перевод, Госиздат, 1925. 
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Затем Ныого! рассматривает ряд разнообразных явлений — всемирное 
тлготение, электричество, магнетизм, капиллярные явления, химические 
явления, образование кристаллов из растворов и т. д.—и приходит 
к заключению, что его гипотеза очень взроятна. «Таким образом, — 
говорит он, — природа всегда одинакова и проста в своих средствах, 
так как и крупные движения небесных тел она вызывает посредством 
их взаияных притяжений, и все мелкие движения частиц она произво- 
дит помощью некоторых особых притягательных и отталкивающих сил, 
действующих между этими частицами». 

135. Конеервативные енетемы. Характер молекулярных сил мы 
уже описывали в тринаднатой беседе. Предполагается, что эти силы зави- 
сят исключительно от расстояний между частицами. Внутренние частич- 
ные силы производят некогорую работу, сообразно с изменением взаим- 
ного расположения частиц, Но если после различных изменений частицы 
получают свое первоначальное расположение, то сумма работ всех внут- 
ренних сил, произведенная за все время этих изменений, будет равна нулю, 
а поэтому изменение живой силы, происшедшее за это время, будет тоже 
равно нулю, если все силы нашей снстемы имеют такой характер. Этот 
случай получается для изолированной системы, в которой нет внешних 
сил, а действуют исключительно молекулярные, часгичные силы. 

Совокупность таких движений системы, при которых ее частицы под 
конец движения занимают такое же расположение, какое они имели 
вначале, мы назовем круговым процессом, Игак, при круговом про- 
цессе работа внутренних сил равна нулю; эти силы всегла исключаются 
помошью кругового процесса, каков бы он ни был. Отеюла следствие: 


ПЕРВАЯ ТЕОРЕМА. Живая сила в конце кругового 
процесса такая же, какая была при начале процесса. 


Обэзначим для облегчения изложения начальное состояние системы 
буквой А; какое-нибудь промежуточное положение ее посреди кругового 
процесса назовем В. Система исходит из положения А, ря- 
пом изменений переходит в положение В, а затем постепенно | 
возвращается в начальное положение А. Но путь возвращения с 
из Вв А может быть совсем иной, чем путь, по которому 
система переходила из начального положения в В. Здесь под @ 
словом путь системы нужно понимать совокупность измене- 
ний и движений всех ее частей. На фиг. 171 представлено в 
для одной точки системы как эта точка гереходит из АвВ фиг 171 
по пути АСВ, а возвращается из В в А по другому пути т 
ВОРА; то же возможно и для остальных точек системы. 

Совокупность изменений системы, из Ав В и, обратно, из Вв А, 
составляет круговой процесс; следовательно, работа для всего процесса 
равна нулю, т. е. сумма работ для пути АСВ и для пути ВОА равна 
нулю. Отсюда следует, что работа для пути АСВ равна и по знаку 
п, отивоположна работе для пути ВОА, ` 

Теперь обратим явление: начиная из начального положенля А пов - 
дем изменение дальше по пути АВ, противоположному прежнему пути 
ВРА. Работя при этом сохранит ту же величину, но переменит знак. 
Действительно, по гипотезе относительно молекулярныхсил, они зависят 
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исключительно от расстояний между частицами для прямого“и обрат- 
ного пути при соответствующих положениях будут повторяться те же 
величины и паправления сил; величины перемещений повторотея те же, 
но направления перемещений изменятся на обратные. Поэтому все эле- 
ментарные работы переменят знак, а потому сумма их изменит знак, но 
величина ее останется прежняя, Здесь произойдет для всей системы то 
же, что было описано для двух частиц в $ 128. Итак, работа сил сис- 
темы для пути АРВ равна работе для обратного пути ВДОА, но они 
различаются знаками. Но мы получили совершенно такое же соотноше- 
ние, сравнивая работы по АСВ и по ВРА. Отсюда слёдует, что работы 
для путей АСВ и АОВ одинаковы и по величине и по знаку. 

`Путь АСВ и путь АБВ имеют одинаковое начало (состояние А) 
и одинаковый конец (состояние В). Они различаются только промежу- 
точными положениями. Таким образом полученный нами результат может 
быть высказан в форме следующей теоремы, являющейся следствием 
типотезы о характере молекулярных сил. 


ВтоРлЯ ТЕОРЕМА, Работа, произведенная внутрен- 
ними силами системы при переходе ее из какого- 
нибудь положения А влюбое другое положение В, 
не зависит от пути, по которому ‘происходит та- 
кой переход. Для всех путей эта работа одинакова. 


Силы, для которых имеют место первая и вторая теоремы, называются 
консервативными силами, а системы, в которых все силы консер- 
вативны, называются консервативными системами. Итак, принятая нами 
типотеза относительн'з молекулярных сил, равносильна предположению, 
что все силы природы имеют консервативный характер, и в природе вся- 
кая изолированная снстема будет консервативная. 

136. Уравнение живых сих для консервативной системы. 
Начнем с какого-нибудь начального положения системы, которое назо- 
вем нулевым; живую силу всей системы для этого положения обозначим 
через 7Т,. Для положений А и В употребим подобные же обозначения, 
но с индексами А, В вместо нуля, т. е. живые силы обозначим через 

„Т» Работу всех сил, при переходе из положения 0 в положение А на. 
зовем Рь, а такую же работу для перехода из нулевого положения в В 
обозначим Ру, 

Тогда уравнением живых сил для перехода из положения О в 
положение А будет: 


7А—ТЪ%= Ра, {93} 
а для перехода из нулевого положения в положение В; 
Т,—Т,-=Р,. (94) 


Вычитая (93) из (94), находим: 
Тв— Тд=Р,— Ра, 


или 
в Ря= 7. Ра. (95) 
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Живые силы— всегда величины положительные; что же касается работ Р„, 
Р„, то они могут быть как положительными, так и отрицательными, 
Чтобы избавиться от отрицательных величин, прибавим к обеим частям 
уравнения (95) постоянную величину С, которую подберем так, чтобы 
величины С —Р;и С— Ра, которые обозначим (р и {95) (., были поло- 
жительные для всех положений системы. Тогда уравнение (95) получит вид 


тои 7, (96) 
т. е. оказывается, что для любого положения системы сумма живой силы 
и величины И одинакова. Величина {7, определяемая работой внутренних 
сил, обладает тем свойством, что значение ее для положения В опреде- 
дяется исключительно этим положением и не зависит от положения А 
и от других возможных положений. системы. Величины И», И„ называ- 
ются потенциальными, илн запасными, энергиями системы для поло- 
жений 2, А. Живая сила называется кинетической энергией системы. 
Итак, уравнение (96) выражает следующий закон для всякой консерватив- 
ной системы: 

В каждом положении системы сумма ее кинетиче- 
ской и потенциальной энергии есть величина по- 
стоялная. 

Эта сумма называется полной энергией системы, или, кратко, энер- 
гией системы. Она сохраняет постоянную величину. При движении изме- 
няется только распределение энергин между ее кинетической и потенци- 
альной частями, между видимой и запасной энергией. Запас энергии то 
увеличивается за счет видимой энергии, то уменьшается, когда видимая 
энергия растет. 

Вот содержание закона сохранения энергии, если ограничиться рас- 
смотрением механических процессов. —% 

Мы должны объясниться по поводу прибавленной нами величины С. 
Так как она произвольная, то и величина потенциальной энергии про- 
извольная, по нашему желанию мы можем делать.к ней любую прибавку. 
Но эта прибавка должна быть одинакова для всех по- 
ложений системы. Потенциальная энергия есть запас энергии; 
мы замечаем изменение этого запаса, увеличение или уменьшение его, но 
нам совершенно неизвестна полная величина запаса; вот почему вели- 
чина С может быть произвольною;, она изображает нашу догадку или 
произвольное прёдположение о велчине запаса, 

Для примера рассмотрим систему, в которой действует сила тяжести 
Потенциальная энергия определяется весом и высотой центра тяжести; 
но от какого уровня нужно считать эту высоту? При решении частных 
вопросов мы можем изменять этот уровень. Нужно только выбрать его 
так, чтобы центр тяжести никогдв не опускался ниже избранного уровня, 
тогда потенциальная энергия будет всегда - положительная. Здесь мы по- 
ступаем подобно тому, как при изучении высоты воды в реке или 
в море: основной уровень, от которого отсчитываются высоты, нужно 
взять ниже наиболее низкого возможного стояния воды. Кроме этого 
условия мы не ставим других ограничений, а потому основной уровень, 
нулевая точка, до известной степени произволен, может Сыть изме- 
няем по нашему усмотрению, . 


14. Беседы о механике, 
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Вот, например, какой можно слелать зыбор величины потенциальной 
энергии: между всеми возможными положениями системы выберем такое, 
для которого получается самая большая живая сила, и примем, что лля 
этого положения потенциальная энергия равна’ нулю, т.е. что израсходоват 
весь запас ее. Называя эту живую силу Туих, получим для всякого 
другого положения системы из закона сохранения энергин следующее 
соотношения: 


которое позволяет найти величину потенциальной энергии для всякого 
положения системы. 

Так, например, рассматривая движение планеты около притягивающего 
ее Солнца, убеждаемся, что наибольшая возможная живая сила получи- 
лась бы в том случае, когда планета упала бы на Солнце. Ог такого 
положения системы можно отсчитывать ее потенциальную энергию. 

Но нет необходимости непременно придерживаться этого правила для 
определения потенциальной энергий; можно изменять его; вообще, без- 
условная величина потенциальной энергии не представляет интереса в дина- 
мике. Важно знать не безусловные величнны, а разность потенциальных 
энергий для двух различных положений. 

137. Простые примеры на закон сохранения онергпп. 2} При 
движении планеты вокруг Солнца по- 
тенциальная энергия есть результат силы 
притяжения; с удалением планеты от 

Г. 5 Солнца запас энергии увеличивается, 
а когда планета приближается к Солицу, 
то запас энергии уменышастся. Поэтому 
живая сила, а следовательно, и скорость 

Фиг. 172. планеты, должна уменьшаться при ула- 
лении плажеты от Солина и увеличиваться 

при сближении этих тел. Наибольшая скорость получается в перигелии Р 

{фиг.172), т. е. в точке, где планета всего ближе к Солнцу; в афелии А, 

т. е. в точке, наиболее удаленной от Солнца, скорость 


м планеты наименьшая. 

А их 
©) ии Ъ) На теорему Д. Вернулли можно смотреть как 
а и «а частный случай закона сохранения энергии. Пьезо- 


метрическая высота есть мера запаса энергин. 

©) Тело М (фиг. 173) качается на пружине. Здесь 
потенциальная энергня есть запас работы, заключаю- 
щийся в изогнутой пружине, Он наибольший для краН- 
= них положений тела М; тогда кинетическая энергия равна 

В нулю. В среднем положении пружина возсе не изогну- 

Фиг, 173. та, и потенциальная энергия равна нулю; в этом поло- 
жении получается наибольшая скорость тела М. 

138. Условность различия яежду кинетичеекой н потенлиаль- 
ной онергияии, Пока мы остаемся на чисто дннамической точке зрения 
и берем понятие о силе в общепринятом для него смысле, мы не встре- 
чаем затруднений в различии этих двух видов энергии: энергии дви- 
жения, или кинетической, и энергии положения, или погенциальной. Нэ, 
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когда переходим на почву гипотез и займемся физическими объясненигми 
происхождения сил, то указанное резкое различие двух видов энергии 
‘уменьшается и даже может совгршенно уничтожиться. Сила может ока- 
заться простым результатом движения, и энергия, которую мы считали 
потенциальной, может оказаться энергией движения. 

Примером нам послужат явления всемирного тяготени’. 

Ньютон считал притажение небесных тел некоторой сизой и не зани- 
мался гипотезами о происхождении этой силы, действующей на рас- 
стоянии. С этой точки зрения энергия притяжения есть энергил потен- 
циальная. 

Но многих. затрудниет допущение возможности действия между те- 
лами, нахолящимися на расстоянии одно от другого; это представляется 
непонятным и даже абсурдом. Считают, что действие одного тела на 
другое может быть только при непосредственном прикосновении. Если 
это так, то для объяснения всемирного тяготения нужно допустить суще- 
ствование особой среды, эфира, наполняющего все междупланетное 
пространст:о и находящегося в движении. Сила притяжения получится 
как результат ударов частиц этой среды на планеты. Тогда энергия 
притяжения есть живая сила этих ударов; она оказывается кинетической 
энергией. Эгот взгляд на происхождение силы притяжения был в первый 
раз высказан в конце ХУШ столетия Лесажем, геометром той школы, 
которая группировзлась около знаменитой семьи математиков Бернулли. 
После того такое воззрение на всемирное тяготение неоднократно повто- 
рялось. Подобные же взгляды высказывались и по поводу других физи- 
ческих ›влений — электричества, магнетизма и т. д. Многие современные 
физики совершенно отрицают всякое «делствие на расстояние» (асёо п 
9154215): по их мнению, всякое движение может быть получено только 
от непосредственного прикосновения с другим движущимся телом. 

139. Рассеянне энергин. Можно указать на многие явления, в ко- 
торых как будто бы не получается подтверждения начала сохранения 
энергии, а напротив, ясно видна потеря энергии, рассеяние ее. Нетрудно 
придумать опыты, наглядно указывающие на такое кажущееся рассеяние 
энергии. Са\о: простое явление этого рода есть трение. Сделаем такой 
опыт: на ‹то и ке поставлены тяжелые нагруженные салазки; усилием нашей 
руки мы перздвигаем эти салазки от левого края столика к правому и 
затем обратно возвращаем их на левый край, При этом опыте нами 
истрачена значительная работа. Во что она превратилась? Какая энергия 
получилась из этой работы? Мы не замечаем появления скорости, следо- 
вательно, иет кинетической энергии. Затем части нашей системы, состоя- 
щей из столвка и санок, под конец опыта пришли в то же взаимное 
расположение, в котором они находились в начале; следовательно, работа, 
внутренних сил равна нулю, и потенциальная энергия не изменилась. 
Итак, работа наших рук истратилась, а взамен ее мы не замечаем ни 
появления эквивалентного количества кинетической энергви, ни получе- 
ния потенциальной энергий; работа наших рук рассеялась, исчезла без 
остатка и без следа. 

. Самое простое истолкование этого противоречия заключается во вве- 
дении силы трения. Между салазками и столиком действует сила трения, 
которая всегда противоположна движению, а потому двет отрицательную 
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работу; эта отрицательная работа и поглотила движущую работу, произ- 
веденную нашими руками. 

Существенный недостаток этого объяснения состоит з том, что мы 
вводим силу трения, которая противоречит молекулярной гипотезе. Тре- 
ние происходит от взаимного действия частиц столика и салазок, а нз 
основании молекулярной гипотезы работа таких взаимодействий будет равна 
нулю во всех тех случалх, когда окончательное положение системы оди- 
наково с начальным. Проводя вполие последовательно молекулярную ги- 
потезу, мы неё можем допустить существования таких действий между 
частицами, которые имеют характер трения, т. е. дают всегда отрицатель- 
ную работу как при прямом пути, так и при обратном. Поэтому для 
объяснения того рассеяния энергии, которое происходит при так назы- 
ваемом трении, следует показать, что энергия не исчезла, а имеется на- 
лицо в какой-нибудь форме, 

В самом деле, при трении получается нагревание трущихся тел, Сле- 
довательно, рассеяние энергии было только кажущееся, и явления тренлл 
не противоречат закону сохраненйя энергии. 

Кажущееся рассеяние знергии вследствие трения и появление взамен 
того теплоты часто происходят в грандиозных размерах. Вода наших рек 
прт течении их от истока к усгью опускается со значительной высоты, 
а ее скорссть и кинетическая энергия при этом не только не увеличи- 
ваются, а важе обыкновенно уменьшаются. Огромное количество энергии, 
измеряемое произведением веса текущей воды на высоту ее падених, 
истрачивается на трение (трение воды о русло, трение струй воды между 
собою при водоворотах, вихрях, ударах воды) и преобразовывается 
в тепло, 

На фабриках и заводах значительная часть энергин, которую достав- 
ляет двигатель (паровой или водяной), тратизся на трение. Очень поучи- 
тельно подумать о такой трате и подсчитать ве. Например, крупная 
бумагопрядильня требует для своего движения паровую машину силою 
в тысячу и более лошадиных сил. Следовательно, она расходует громад- 
ное количество энергии. Но во что превращается эта энергия? Что мы 
получаем взамен? Результат работы бумагопрядильни заключается в том, 
что хлопчатая бумага, вата, превращается в пряжу, в нитки, т. ©. полу- 
чается новое расположение частиц хлопка одних относительно других. 
Этому новому расположению отвечает увеличение потенциальной энер- 
гии, но оно так незначительно по сравнению с истраченной энергией, 
что эту потенциальную энергию! почти не стоит принимать в расчет, 
Почти вся работа громадного двигателя прядильни тратится на трение 
приводов и машин, т. е. преобразовывается в теплоту. Количество вы- 
деляющейся при этом теплоты настолько велико, что бумагопрядильню 
не нужно отапливать даже при таких сильных морозах, которые бывают 
в Ленинграде ® Москве. Летом теплота, выделяющщаяся от трения, про- 
изводит в бумагопрядильне трудно выносимую духоту, против которой 
борются усиленной вентиляцией, 
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140. Исторические сведения, С законом живых сил и началом 
сохранения знергии тесно связан вопрос © регрешит пюЪИе, т, е. об 
устройстве такой машины, которая, будучи раз приведена в движение, 
затем будет непрерывно двигаться сама и никогда не остановится, Мало 
того, желают еще, чтобы машина при своем движении постоянно произ- 
водила некоторую полезную работу — молола зерно или поднимала воду 
и т. д., не требуя для преодоления таких сопротивлений никакой посто“ 
ронней движущей силы, не вызывая ни расхода топлива, ни действия 
ветра или текущей воды, а черпая энергию из самой себя, из взаим- 
ного действия своих частей. Это машина, которая должна давать ра- 
боту даром, без всякого расхода. История исканий регрешии тоЪШе в 
высшей степени интересна для механики, потому что она тесно пере- 
плетена с историей установфёния основных законов динамики. Но в ней 
заключается еще’ особый общий интерес, так как мы имеем в ней по 
учительный образец человеческих исканий, стремлений и, в особенности, 
заблуждений, через которые приходится проходить человечеству по пути 
к истине. 

Мы не находим в классической древности попыток придумать машину, 
которая дала бы двровую ‘работу, да и трудно ожидать, чтобы в то 
время стали заниматься таким вопросом. У греков и римлян промышлен- 
ность была слабо развита, а многочисленный класс рабов давал работу 
почти даровую, так что не было цели искать еще новый источник де- 
шевой энергии. Нужно полагать, что прежде всего начали думать о веч- 
ном движении философы и ученые, и только впоследствии появились 
изобретатели, имевшие в виду практические цели, 

Одно из ранних упоминаний о регрешит тоБШе относится к поло- 
вине ХШ столетия, а именно, к 1269 г. Это год, когда была написана 
знаменитая в свое время рукопись Пьера-де-Марикур о магнитах. В ней 
автор, изложив законы магнитных явлений, пытается помощью магнитов 
получить регрешит пюЪИе *, 


1 Впоследствии зта рукопись была напечатана, н есть новейшие перепечатки 
ее. См, ринеш, [25 опйшез Че 1а З(аНчие, +, 1, р. 57, 
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Уже Леонардо-да-Вннчи (1451—1519) доказывает незозможность 
вечного движения. За Леонардо повторяет то же доказательство Кардан 
(1501—1576): он указывает, что нельзя устроить часы, которые заво- 
дятся сами собою и сами поднимают вверх гири, движущие механизм ', 
а в конце ХУГ столетия некий Эдмунд Джентилл утверждает, что ой 
изобрел регрёшит шоБИе, имеющий силу, достаточную, чтобы двигать 
мельницу 2, Следующие затем два столетия ХУП и ХУШ очень богаты 
изобретениями, претенлующими быть регрешит тоЪНе. И в ХХ столетии 
число предложений этого рода не уменьшается. 

Изобретения эти редко приводились в исполнение; чаще всего все 
кончалось на бумаге; составлялся рисунок машины, описание ее, а во 
множестве случаев нет даже и этого, и все ограничивается торжествен- 
ным уверением, что великая задача решена и вечное движение найдено. 
Обыкновенно изобретатели. не могли получить достаточного количества 
денег для приготовления своей машины. . 

Но было несколько случаев исполнения проектов регрешит шоЪИе 
в больших размерах, и сохранились отзывы современников, видевших 
эти машины. Самый заметный случай этого рода, получивший широкую 
известность, представляет колесо, изобретенное Орфиреусом в 1712 г. 
и представленное им ландграфу Гессен-Кассельскому в 1717 г. Огромное 
колесо, которое Орфиреус изготовил для ландграфа (12 футов диамет- 
ром, могло поднимать груз в 70 фунтов на значительную высоту), было 
помещено в особой комнате; вход в нее был заперт и запечатан печатью 
ландграфа. Через два месяца открыли это помещение, и оказалось, что 
колесо попрежнему вертелось. 

Известие об этом факте быстро распространилось по всей Европе 
и вызвало сенсацию как в среде правителей того времени, так и среди 
ученых. Появившееся в немецких газетах печатное сообщение об изоб- 
ретении Орфиреуса попалось на глаза Петру Великому, который сильно 
заинтересовался им; это сообщение послужило для Петра первым пово- 
дом к начатию переговоров с знаменитым немецким философом Воль- 
фом об основании Академии наук. «Петр приглашал Вольфа приехать 
на каких угодно условиях в Петербург, только бы он согласился усовер- 
шенствовать изобретение Орфиреуса» ?. Из числа тогдашних ученых 0с0- 
бенное внимание на этот прибор обратил известный физик, лейденский 
профессор Гравезанд ! ($. Огауезапае). До нас дошло письмо Гравезанда 


+ См. в тоё же книге Рирет, спар. [У 

3В книге Непгу Б/тскз, Регренши тюбШе ог Зелгсн Гог Зей-шоцуе, «Ро- 
зует», 1361. содержится масса данных по истории этого вопроса, собрание патен 
тов, описание машин, отзывы современников, мнения ученых. Все собрашо с боль- 
шим трудолюбием и возможной полнотой и представляет очень ценный материал, 
хотя совершенно сырой, не приведенный в систему и необработанный. Автор даже 
не решил сам для себя вопрос о возможности или н:исполнимости задачи, состав- 
зяющей предмет его книги. Он стоит на распутье, прислушиваясь х мнениям 
лип, считающих регреит птофе за химеру, но симпатии его и надежды, оче- 
видно, на сторонз противоположного мнения. \ 

3 Н. Милюков, Очерки по истори русской культуры, П, 288, 

$ Прибор его, служащий для демонстрации явленяй улара упругих шаров, 
до’сих пор фигурирует в каждом физическом кабинете, Известен также и до сих 
пор не потерял значения способ Гравезанда определять величины козфициентов 


упруго.ти. 
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к Ньютону, в котором голландский ученый сообщает результаты своего 
осмотра колеса Орфиреуса. Оказывается, что Гравезанд считал задачу 
о построении регреиит тоБИе возможной; внутреннее устройство колеса 
Орфиреуса он не мог осмотреть, так как оно было тщательно закрыто, 
но, тем не менее, Гравезанд двет довольно благоприятный отзыв и скло- 
нен думать, что Орфиреусу удалось построить машину, имеющую вечное 
движение. ^ 

Конец всего этого дела, вызваашего такие неумеренные надежды, 
был очень печален для Орфиреуса. Обидевшись на то, что ландграф не 
дал ему обещанной крупной денежной награды (около 200000 рублей) 
и что, не соблюдая обещанного секрета, показали его изобретение «уче- 
ному» Гразезанлу, Орфиреус разломал свое колесо «на атомы», как вы- 
ражается один писатель, Такой конец должен убедить нас в том, что 
Орфиреус был обманшик, испугавшийся, что при исследовании учеными 
его обман сейчас будет обнаружен, 

Еще раньше Орфиреуса (около 1649 г.) знаменитый маркиз Уорче- 
стер (\Могсез!ег), один из первых изобретателей паровой машины, чело- 
век с богатой фантазией и необыкновенной изобретательностью, также 
вообразил, что он изобрел регрениит тоБИе. В сочинении Уорчестера 
«Сотня изобретений» * регрешат тоБе находится под № 56, 

Подробного описания нет; говорится, что машина состояла из колеса 
диаметром в 14 футов, вращавшегося на горизонтальной оси и содержав- 
шего внутри себя 40 грузов по 52 фунтов каждый; вследствие некото- 
рого неизвестного устройства «эти грузы с одной стороны колеса 
(например с правой) всегда оказывались на фут дальше от центра ко- 
леса, чем при нахождении их на другой стороне колеса (левой); «не 
угодно ли вам обсудить последствия этого», — говорит маркиз в заклю- 
чение своего описания. 

Эта идея Уорчестера — построить колесо, которое всегда будет иметь 
перевес с одной стороны и потому всегда должно вращаться в изнест- 
ном направлении, — занимала очень многих и породила массу конструк- 
ций и предложений. Все эти приборы должны, по мнению изобретателей, 
двигаться вследствие своей собственной тяжести, 

Неуспех простых конструкций вызвал различные усложнения; вводили 
в состав приборов волу, например насос качает ее вверх на водяное ко- 
лесо, а это последнее, вращаясь, должно приводить в движение тот са- 
мый насос, который качает на него воду и т. д, Отчаявшись в дейст- 
вии веса, принимались за другие силы: пробовали пользоваться капил- 
лярными силами, явлениями эндосмоза, магнетизмом и т. д. 

В ХУШ столетии изобретатели много занимались устройством автоматов, 
подражавших движениям человека и животных. Тогда были изготовлены 
знаменитые автоматы: утка Вокансона, флейтисты Рокансона и Дроза, 
тамбуринист Вокансона, игрок в шахматы Кемпелея и др. *, Теперь мы 


1 А Сепину оё Ше Матез апа Зсал ре о пуейопз Бу ше агеаду, ргасНзе4 
Это— перечисление, или каталог, изобретений, сделанных маркизом; оно перепеча 
тано в приложении к биографии Уорчестера, написанной Дёрксом, 

# См. «Лексикон чистой и прикладной математики» Буняковского, статья «Ац» 
1ютае». 
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смотрим на подобные приборы как на игрушки, но тогда изобрета- 
тели, занимавшиеся изготовлением автоматов, преследовали серьезную 
цель; это была все та же идея получить даровую движущую силу. 
Надеялись построить автомат, который будет производить постоянную 
работу, совершенно, как живое существо. Тотда еще не был выяснен 
источник элергии живых существ, на них смотрели как на некоторый 
хитрый механизм и лумали, что стоит только устроить машину, подра- 
жающую движениям человека, и мы получим работника, 

Первые попытки устроить регрешит шоБИе относятся к тому вре- 
мени, когда динамика еще не существовала и законы движения тел не 
были известны, Развитие этой науки, выяснение явлений движения и 
работы нисколько не повлияли на изобретателей вечного движения; эти 
фантазеры совершенно игнорировали науку и остались вовсе не за- 
тронутыми ею. Идея вечного движения владела их умами как нечто 
неоспоримое; ни малейшего сомнения в возможности осуществления се 
у них не появляется, никогда даже не подвергается разбору вопрос об 
исполнимости задачи —— получить даровую работу из механизма. Все, 
иногда недюжинные, силы ума и фантазии обращаются на придумы- 
зание полробностей. 

Эта твердая, ни на чем не основанная, вера в возможность позуче- 
пия дарового источника энергии поразительна в особенносги потому, 
что у людей науки мы, наоборот, постоянно 
встречаем противоположное убеждение о невоз- 
можности регрецит тоЬЩе, Ученые, способсгво- 
вавшие развитию механики, обыкновенно прини- 
мали эту невозможность как постулат, как нечто 
не требующее доказательств, Свои выводы и до- 
казательдтва законов механики ученые ХУТ, 
ХУЙ и ХУШ столетий часто основывают на этом 
постулате: у них приведение к регренииит то- 

Фиг. 174. ЪМе играет ту же роль как тедисНо а@ аБзит- 

Чит в чистой математике. Так было даже 

раньше установления основных законов динамихи, до зарождения пер- 

вых начатков этой науки. Мы уже приводили мнения по этому вопросу 
Леонарло-да-Винчн и Кардана. 

В самой первой своей работе Галилей приводит невозможность веч- 
ного движения как аксиому; он пользуется ею, чтобы доказать, что 
твердое тело, имеющее такую же плотность, как жидкость, в которую 
оно погружено, будет находиться в равновесии 1, 

К этому же разряду соображений относится вывод условий равно- 
весия на наклонной плоскости, сделанный Стевином (1548—1620) и 
послуживший основанием для установления закона параллелограма сил. 
Стезин ведет свои рассуждения, вообразив следующий механизм; на 
двускатную наклонную Члоскость АВС (фиг. 174) положена бесконечная 
цепь; она по необходимости должна находиться в равновесии. Действи- 
тельно, допустим обратное и предположим, что цепь начнет двигаться 
и известном направлении, скользя по плоскости; при этом скольжении 


+ Ринем, 1е5 ойзшез 4е 1а З1аваце, + Г, р. 241. 
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расположение центра тяжести цепи относительно наклонной плосвости не 
изменяется, следовательно, остаются все прежние условия действия сил, 
Условия — те же, что были вначале, следовательно, если вначале получалось 
скольжение, то оно должно продолжаться и далее в том же направле- 
нии. Итак получается регрешит тоБИе, а это невозможно, следова- 
тельно допущение об отсутствии равновесия неверно. Доказав равновесие 
цели АВСО, Стевин находит, что равновесие не нарушится, если будет 
отброшена часть цепи АРС, А тогда имеем равновесие двух кусков цепи 
АВ и ВС, веса которых пропорциональны длинам скатов АВ и ВС; вот 
и получили закон равновесия грузов На наклонной плоскости. 

Есть сведения, что Кеплер также высказался против возможности 
регрешит тшоБШе #. 

Декарт в одном из своих писем к Мерсену говорит: «Мне пришлось 
видеть много квадратур круга, вечных движений и рззиых других мни- 
мых доказательств, которые оказались ложным» *. 

Затем перейдем к Гюйгенсу, которому динамика обязана первыми 
своими успехами, после установления Галилеем законов движения мате- 
риальной точки под действием постоянной силы. Гюйгенс первый рас- 
сматривавк движезие системы; он первый вводит переменные силы, ему 
принадлежит идея о центробежной силе 

Олин из самых зажных выводов Гюйгенса есть разбор движения 
сложного маятника; он открыл существование центра качания. При 
этом выводе Гюйгенс основывается на невозможности регрешит тоБ\е *. 

Лейбниц пользовался тем же постулатом в знаменитом споре о том, 

как следует измерять силу движущегося тела, т. е. давление, которое 
такое тело произведет на встретившееся ему препятствие *, Некоторые 
ученые утверждали, что за меру такой силы нужно принять произве- 
дение массы движущегося тела на его скорость. Лейбниц же настаивал, 
что такая мера определяется произведением массы на квадрат скорости. 
В письме к Денису Папину Лейбниц, поддерживая свое мнение, указы- 
вает, что принятие другого мнения ведет к допущению возможности 
регрешит тофИе, т. е, он пользуется этим соображением как доводом 
призедения к нелепости. 

Появление в ХУП стрлетии массы заявлений о будто бы найденном 
решении задачи о вечном движении вызвало потребность в ясном и про- 
стом доказательстве того, что устройство машины, служащей непрерыв- | 
вым источником работы, противоречит. основным законам механики. | 
Одно из первых доказательств этого рода принадлежит знаменитому 
математику Лагиру и было сообщено Парижской академии наук в 1678 г, 
Так как, несмотря на это, изобретатели постоянно обращались в Акаде- 
мию с заявлениями о том, что ими найдено регрешит тофЙе, и с прось- 
бами о рассмотрении таких изобретений, то в 1755 г. Академия 


1 В указанной книге Дёркса есть ссылка на письмо Кеплера по этому поводу, 
относящееся к 1607 г. 

2 ринеш, 1ез опатез 4е 1а ЗЧаНаце, + ПП, р. 58. 

зГаргапие, Мёсамаце апауНане, 64. 186, р. 218. 

4 Такое давление движущегося теда Лейбнил называл живой силой (Ув Ума) 
в противоноложность мертвой силе (\1з Могфиа), т, е. давлению, производимому 
иеполвижным телом, Отсюда произошел современный термин: живая сила. } 


Регрешит шо бе 


постановила оставлять без ответа все заявления и предложения, касаю- 
щиеся петрешшт тофИе. Однако эта мера не достигла своей цели и не 
сстановила потока фантастических предложений. И теперь еще каждому 
профессору механики беспрестанно приходится иметь дело с изобрета- 
телями подобных химер. По своему личному опыту я должен сказать, 
что это почти всегда лица очень почтенные, добросовестно преданные 
идее, но уплеченные ею так сильно, что они абсолютно глухи к дово- 
дам рассудка. На них не действуют не только словесные, логические 
доказательства, но даже такое сильное фактическое доказательство, 
которое им представляют своей полной инертностью продукты их изоб- 
ретательности, изготовленные их собственными руками. Мне приходилось 
видеть изобретателей, только что окончивших, после долгих трудов, 
свой регреёишт :поБШе. Абсолютная неподвижность этого ‘прибора нисколь- 
ко не смущает изобретателя, который обыкновенно объясняет ее самым 
маловажным обстоятельством: или размеры прибора недостаточны, или 
один из зубцов многочисленных зубчатых колес механизма не вполне 
верен. Мак только изобретатель получит возможность, он немедленно 
приступит к повторению своего механизма в большем масштабе или с б60- 
лее точными зубьями и вполне уверен в будущем успехе, Здесь мы 
уже имеем дело с материалом интересным не для механики, а для психо- 
логии. 

141. Доказательство невозможности регрейиии шоЪПе, С точки 
зрения динамики вопрос о регрешит тофйе крайне прост и вполне раз- 
решаегся законом сохранения энергии. При этом вовсе не нужно рас- 
сматривать отдельно различные предложенные конструкции, а можно 
сделать сразу общее заключение для всех. 

Какой бы мы ни устроили механизм, но, если в нем из внешних сил 
дей.твует только сила тяжести его частей, то, наверное, работа, произ- 
веденная тяжестью за известное время, измеряется произведением веса 
машины на понижение ее центра тяжести, происшедшее в зто время. 
Таким образом запас работы, досзавляемый силой тяжести, определяется 
возможным наибольшим понижением центра тяжести машины, 
Прибавив сюда начальную живую силу машины, получаем  пол- 
ный залас работы, который имеется в нашей системе. Этот запас не. 
велик и скоро будет израсходован отчасти на вредные, отчасти на 
полезные сопротивления, преод олевае: ме машиной; затем машина долж- 
на остановиться. Надежда на то, что машина сама будет периодически 
поднимать опустившиеся грузы и, таким образом, вновь получать исгоч- 
ник работы, совершенно неосновательна. Если центр тяжети машины 
сначала опустится, а затем поднимется на прежнюю высоту, то полная 
работа веса за весь этот период движения будет равна нулю; следо- 
вательно, тяжесть не может служить непрерывным источником работы. 

Совершенно такое же заключение может быть сделано и очноси- 
тельно других сил — упругости пружин, капиллярных сил, мэгнитного, 
притяжения, — так как все они имеют консервативный х‘рактер, 
т. е., если рассматривать такой период движения, что в конце его все 
части машины придут в положение, одинаковое с начальным их взаим- 
ным размешением, то работа, доставленная силами за весь этот пе- 
риол, равна нулю. Опять оказывается, что здесь нет источи, ка энергии, 
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который мог бы постоянно пополнять расход ее. Машина будет двигать- 
ся некоторое время, преодолевая различные сопротивления, пока не из- 
расходует весь первоначальный запас энергии, затем она остано- 
вится. Это произойдет даже тогда, если машина работает впустую, 
т. е. ие преодолевает никакого полезного сопротивления, а движет 
только свои собственные части. Все равно и при таком движении по- 
лучаются различные вредные сопротивлениа, которое мало-помалу 
поглотят первоначальную энергию машины, и она должна бу- 
дет остановиться, Все такие приборы представляют не источники 
энергии, а рассеиватели энергии, преврашающие ее мало-по- 
малу, через посредство трений разного рода, в теплоту. 

Итак, невозможность регремит побИе основана на лом, что все 
силы, действующие в машине, имеют консервативный характер. Конечно, 
получился бы другой результат, если бы силы были другого характера, 
а именно, такие, что при возвращении всех частей машины в началь- 
ное их расположение мы получали бы сумму работ не равную нулю, 
а представляющую некоторую положительную величину. Это была бы 
система не консервативная, не сохраняющая энергию, а система, на- 
копляющая энергию, аккумулятивная. Будем повторять цикл 
явлений, т. е. совокупность движений, приводвщих в козце цикла 
к тому же расположению частей машины, 
какое было вначале. Каждый цикл нам даст 
положительную работу, и мы можем при 
большом числе повторений накопить значи- 
тельное количество энергии и пользоваться | 
ею для наших целей, для производства раз- | 
нообразных полезных работ. Но для этого 
нужно иметь аккумулятивную систему, а все 
физические исследования показали, что в при- | 
роде все силы консервативны. 

Однако утопающий хватается за соломин- 
ку, и люди, верующие в регрёцит пуоБИе, | 
готовы заняться отысканием аккумулятивных | 

р 
| 


систем и сил. Большие надежды были возбуждены заглавием одного мемуара 
знаменитого астронома Эри: «О некоторых условиях, при которых возмож- 
но вечное движение» 1. Но условия, о которых говорит Эри, прел- 
ставлают не что иное, как аккумулятивную систему, а где мы ее найдем? 
Вель требуется, чтобы при возвращении системы. в начальное положение 
цолучался избыток работы сил, действующих внутри системы, которая р 
должна быть при этом изолирована, т. е. не должна полу- | 
чать энергию извне. 

Мы составим сабе ясное понятие о характере этого требования, 
если рассмотрим следующее явление; имеем соленоид (фиг. 175), по 
которому идет ток; как известно, при этом образуется около соленоила 
определенное динамическое поле, и линии сил в этом поле имеют вил, 
показанный на чертеже пунктиром; стрелки показывают направление 


1 Мемуар этот, написанный в 1823 г. перепечатан в приложенции к цитиро» 
занной нами вниге Дёркса. 
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сил в поле. Если единица магнитиой массы будет двигаться в поле, иа- 
чиная из точки @, по стрелке, и совершит цикл абеда, все время 
работа сил поля на эту массу будет положительная, и в Зезультате 
цикла мы получаем некоторую выигранную работу. Повторяя этот же 
цикл, мы будем постепенно запасать работу. Вот пример системы, 
которая кажется аккумулятивной. Но для получения ее требуется 
ток в соленонде, т. е. требуется сообщение энергни извне. 
Эта энергия будет доставляться или теплотой растворения циника в элек- 
трических элементах, дающих ток, или теплотой горения угля пох 
котлом паровой машины, которая вертит динамомашину, доставляющую 
ток. Наш прибор {фиг. 175) только преобразовывает эту энергию, до- 
ставляемую извие, а не запасает ее; это не источиик энергии, а преоб- 
разователь ее. Между тем, изобретатели новой формации иадеются по- 
лучить такое же динамическое поле, но без подвода энергии 
извне, А какую бы мы ни подбирали комбинацию притягивающих 
центров п взаямных сил, зависящих только от расстояний, инкогда мы, 
не получим динамическое поле такого характера, как разобраниое на 
фиг. 175; всегда получим пепременно консервативную систему. 


ШЕСТНАДЦАТАЯ БЕСЕДА 
УДАЬ И МГМОВЕИНЫЕ СИЛЫ 


14?. Мора удара. Удар действует, лишь в течение очень короткого, 
трудно измеримого по своей малости, времени, а между тем, в результате 
получается заметное изменение скорости. Так как это изменение про- 
изошло в течение очень короткого времени, то ускорение получает 
.очень большую величину, а следовательно, и силы, т. е. произведения 
ускорения па массу, тоже очень велики. Итак, особенности явления, 
называемого ударом, заключаются в том, что в течение очень короткого 
времени действуют громадные силы. В отличие от других случаев эти 
силы называют мгновенными. Хотя, по существу, они не отличаются 
от всех других сил, рассматриваемых в динамике, но малость времени 
действия мгновенных сил заставляет применять в случае удара особые 
приемы исследования, почему вопрос об ударе рассматривается отдельно. 

В случае удара очень неулобно и часто невозможно применить 
обычные приемы измерения сил весами, динамометрами и т. д. Также 
вевозможно применять динамический снособ измерения сил, т. е. опре- 
деление их по величине ускорения; здесь невозможно заметить величину 
ускорения. Трудность увеличивается еше тем обстоятельством, что мгно- 
венная сила и соответствующая величина ускорения — величины перемен- 
ные; за тот короткий промежуток времени, когла происходит удар, силз 
и ускорение изменяются, начиназ от нуля, переходя к наибольшей ве- 
личине и опять опускаясь до нуля, 

Поэтому для мгновенных сил необходимо установить ссобый прием 
их измерения и особую меру этих сил. Изучая некоторую мгновенную 
силу Р, заставим ее действовать на определенное покоящееся тело 
массы №; пусть результатом удара будет то, что это тело получило ско- 
рость У; такой опыт дает нам понятие о величине ‘мгновенной силы. 
Применим к этому опыту закон количеств движения; так как имеем 
дело с переменной силой, тб импульс, или толчок ее, определится суммой 
элементарных толчков, произведенных в течение времени удара #, т. е. 
импульс будет равен: 

: 


(рак 


‘ 
Приравнивая его приобретенному количеству движения, получим: 


ту р Ч 
* 
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Скорость У после удара может быть измерена, и количество движе- 
ния шУ мы найдем. Оно дает указание на величину силы, действовав- 
шей при ударе; правда, постепенное изменение силы Р остается неопре- 
деленным, но оно нам и неинтересно. Но зато мы получаем величину 
суммы всех толчков, произведенных силой в короткое время удара, т, е, 


: 
(2 46 
. 


этого нам будет достаточно. Эту величину суммы толчков мы и примем 
за меру величины удара и для краткости будем называть ее прямо уда 
ром. Величина его, как видим, может быть определена опытом, измере- 
нием У и массы т. Например, этим путем можно найти удар, произво- 
димый при выстреле порсховыми газами на снаряд; масса снаряд иззестна, 
а для измерения скорости снаряда существуют многочисленные приборы. 

Итак, в случае мгновенных сия мы будем измерять их, т. е, измерять 
удар, помощью сообщаемого ими количества движения мИ. Для возмож- 
ности численного решения вопросов о движении мы должны иметь такую 
меру для всех действующих в нашем вопросе мгновенных сил, т. е. 
предварительно мгновенные силы должны «быть измерены указанным 
способом. Этот прием заменяет для мгновенных сил то измерение помо- 
щью весов, динамометров, индикаторов, которое мы применяем для опре- 
деления сил не мгновенного“ характера, действующих в течение не очень 
короткого времени. 

Следует обратить внимание на то, что введенная паз! мера мгновен- 
ных сил не однородна с общепринятой мерой сил. Действительно, для 
мгновенных сил имеем произведение массы на скорость, а для немгно- 
венных мерою служит произведение массы на ускорение; по скорость 
и ускорение неоднородны, а именно, обозначая измерение длины через 


Т, а размерность времени через Т, получаем размерности: для скорести Е . 


для ускорения в. 

Поэтому, если бы в одном н том же уравнении некоторые члены со- 
держали мгновенные силы, а другие — пемгновенные, то в последних 
должен был бы входить дополнительный множитель той же размерности, 
как время; это требуется необходимым условием однородности членов. 
Но подобный случай нам никогда не встретится; при действии мгновен- 
ных сил всегда можно пренебречь всеми остальными силами; они очень 
малы по сравнению с мгновенными и за короткое время удара не могут 
заметно влиять на движейие системы. 

143. Видоизменекие начала Далажбера для случая удара. Та- 
кое видоизменение вызывается тем, что в случае мгновенных сил нужно 
ввести особую меру сил — импульсы их, — а следовательно, и уравнение 
должно получить соответствующее преобразование, так чтобы вместо 
самих сил входили их импульсы, т. е, меры ударов. При этом, как только 
что было указано, можно совершенио отбросить все силы иемгновенно:о 
характера, потому что время действия удара очень мало. Пою той же 
причиие можно считать, что в течение времени удара точки системы 
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вовсе не переместились, т. е. можно пренебречь теми очень малыми пе- 
ремещеннями, которые произойдут за время удара. Все это влечет за 
собой значительное упрощение рассмотрения действия удара, По окон- 
чанни удара, т, е. по прекращении действия мгновенных сил, необходимо 
опять принять во внимание все силы. 

Чтобы рассуждать о видонзменении начала Даламбера, изобразим 
его в той форме, которую оно получает, если применять декартовы 
координагы и механическую систему рассматривать как совокупность 
матернальных точек. Тогда условие равновесия внешних сил и сил 
инерции прелставляется уравнением (26) (см. стр. 96 


х((х-- туз (у т му +(2 пе)? | 0 


Под знаком Х стонт то, что относится к одной материальной точ- 
ке ги, а знак У показывает, что нужно сложить подобные выражения для 
всех точек системы. Величины Х, У, 2 представляют проекции внешних 
сил. Члены 


п, т, т 
И па "а? а 


изображают проекции сил инерции. Наконец, 8х, 8у, &2 изображают 
возможные перемещения. 

Переходя к случаю мгновенных сил, умножим это уравнение на эле- 
мент времени @Ё и проннтегрируем его в пределах от О до &, изображаю- 
щих начало и конец удара. У нас появятся члены! 


: р , 
{ хар, \ Ра 248, 
* Ю ° 
которые изображхнют величины ударов, производимых на точку т, Их 
обозначим буквами /, К, 2. Затем перейдем к членам, выражающим 
силы инерцин, например к члену 
4х 


— та. 


(98) 


Умножая на 4Ё и интегрируя, получим вместо т. е. вместо второй 


ть 
ах 

производной, первую производную, т. е. скорость р по оси х. Но ин- 

тегрирование происходит в пределах от О до &, следовательно, нужно 

взять разность <коростей окончательной и начальной, которые обозна- 


чим через и’ иш, 
Таким образом получим, по инегрировании члена (98), выражение: 


Шт (и — и) = ти ти. (99) 
Полученное выражение (99} есть разность количеств движения на- 


чального и окончательного, т, е. до удара и после`удара. По принятой 
терминологии эта разность должна быть названа количеством дви- 
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жения, потерянным во время удара, или, короче, потерянным 
количеством движения. 

Сказанное о проекции силы инерции на ось х относится и к двум 
другим осям; для них проекции начальных скоростей назовем через 
9, ш, а окончательных скоростей — через т’, и". Таким образом резуль- 
татом нашего преобразования уравнения (97) будет следующее уравнение: 


ИЕ (8—9) 8х [К-т (9—9) ву Е паба — а] 22 |} —=0.{100} 


Сравнивая сего с первоначальным уравнением (97), выражавшим 
начало Даламбера, видим, что в новом уравнении: 

1) Вместо внешних сил Х, У, 2 появитись удары Г, К, Ё. 

ен 

ы т ие 
янные количества движения: т(н— и’), т(9— 9), тю — в). Но # 
уравнение Даламбера выражало, что внешние силы уравновешиваются с си- 
лами инерции. Следовательно, наше новое уравнение выражает, что при- 
ложенные к системе внешние удары уравновешивают- 
ся с количествами движения, потерянными при ударе. 

Так видоизменяется начало Даламбера в случае удара. И здесь во- 
прос приводится к равновесию, но уравновешиваются внешние удары .и 
потерянные количества движения, Мы, следовательно, можем пользоваться 
известными законами статики, притом можем в частных случаях брать 
эти законы в лебой форме, можем применять декартовы или другие 
координаты; можем брать алгебраические или геометрические формы за- 
конов равновесия или пользовачься словесными теоремами, изображаю- 
щими законы равновесия в част; ых случагх, и т. д. Форма уравпения (100) 
служила нам лишь как простой символ, в котором заключаются все условия 
равновесия для всех частных случаев, и потому была удобна для до- 
казательства общей теоремы. Но нег надобности всегда обращаться к ней, 
когда решаем частные возросы, для которых законы равновесия известны. 

144. Примеры. Две массы т,‚л’, связанные гибкой, не- 
растяжимой нитью, движутся на наклонных плоскостях 
АВ, ВС (фиг. 176). Пусть начальные ско- 
‘рости их равны нулю. На м су м дей- 
ствует по направлению стрел.и М удар, 
величина которого равна К. Требуется 
назти скорость У, которую получат эти 
С\умассы после удара. Величина скорости 
© одинакова для обеих масс, так как нить 

Фиг. 176, нерасгяжима; направления скоростей пока“ 
заны на фигуре стрелками. 

Условие равновесия для этой системы бчень просто: сила, действую- 
щая на № по направлению нити от В к А, должна равняться силе, дей- 
ствующей на м’ по направлению от В к С. Здесь, кроме удара К, нужно 
ввести потерянные количества движения, т. е. разности 0 — т, 0 — ту", 
Итак, условие равновесия будет; 


К— ту прУ, 


2) Вместо сил инерции — т появились поте- 
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откуда находим скорость к 
У пт’ 

Вращение твердого тела около неподвижной оси. 
Пусть тело, вначале находивщееся в покое, приведено во вращение уда- 
ром. При вращении около неподвижной оси условие равновесия сил 
заключается в том, что сумма моментов всех сил относительно оси 
вращения равна нулю. Следовательно, мы получим уравнение движения, 
выразив, что момент удара, сложенный с моментом потерянных количеств 
движения, дает в сумме нуль. 

Величину момента удара (т. е. произведение величины удара па 
плечо его относительно оси) назовем /М, и пусть результатом удара 
будет вращение по направлению удара с окончательной угловой ско- 
ростью ®; Мы знаем, что при такой скорости момент количества дви- 
жения будет равен: 

©, 


где 7 — момент инерции тела относительно оси вращения; но начальное 
количество даижения равно нулю, следовательно, момент потерянного 
количества движения равен: 

0—1. 
Условие равновесия будет: 


М—ш/= 


отсюда находим угловую скорость, получающуюся вследствие удара; 


м 
о, 
т. е. угловая скорость равна моменту удара, разделен- 
ному на момент инерции. 

Сравним этот результат с тем, который получается в случае сил 
немгновенных. Соответствующий вопрос был рассмотрен в $ 40, и мы 
получили, что угловое ускорение равно моменту внешщ- 
ней силы, разделенному на момент инерции. 

Итак, в случае удара получается теорема, отличающаяся от $ 40 
только тем, что теперь вместо момента силы появляется момент удара, 
а вместо углового ускорения имеем угловую скорость. 

Заметим, что, вообще, то видоизменение начала Даламбера, которое 
мы получили для случая удара, находится путем интегрирования, и по- 
тому уравнения, получающиеся при этом, представляют интегралы 
уравнений движения, т. е. дают скорости, а не ускорения. 

Баллистический маятник. Этот прибор долгое время при- 
менялся для измерения начальной скорости ядер и пуль при вылете их 
из артиллерийских орудий * Он состоит из массивного маятника 
{фиг. 177), качающегося на оси О; внутри имеется чугунный котел В, 


1 Теперь ов заменяется электробаалистическими приборами, 
14. Беседы © мехавике, 


, 
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наполненный песком, в него ударяется ядро сейчас же по вылете из 
канала пушки: ядро, засев в песке, соединяется с маятником 'в одно 
целое, Действием удара сообщается маятнику угловая скорость в около 
оси вращения О; измерив ее, мы можем опре- 
делить скорость ядра У. 

Здесь мы имеем случай вращения твер- 
дого тела около неподвижной оси, т. е, тот 
же вопрос, как и в предыдущем примере. Но, 
рассматривая ядро и маятник как одну систе- 
му, мы видим, что при ударе между ними 
появляются взаимные силы, всегда равные и 
противоположные: одна из них — действие 
ядра на маятник, а другая — обратное дей- 
ствие маятника на ядро. Совокупность мо- 
ментов таких двух сил всегда будет равна 

Фиг. 177, нулю, и следовательно, силы удара вовсе не 
войдут в наше уравнение. Останутся только 
потерянные количества движения. Момент их для маятника будет равен 


—®/ 


(/— момент инерции мацтника относительно оси вращения). Потерян- 
ная скорость для ядра представляется разностью: 


У— ао, 
глеа — расстояние направления скорости У от оси О. Момент количества 
движения, потерянного ядром, получится умножением потерянной скорости 
на массу ядра т и на плечо а относительно оси О. По- 
этому уравнением равновесия будет: 


— 9/ та (У— ао) 


Отсюда, зная ®, найдем скорость ядра У. 
Мы бы могли получить сразу это уравнение, поль 
х к зуясь законом сохранения моментов количеств движения 

и относительно оси О. 
$ Что касается угловой скорости @, то она найдется 
Фиг. М8. (ИЗ наблюдения угла, на который отклоняется маятник 
вместе с ядром после выстрела. Пусть этот угол есть а, 
а расстояние центра тяжести О всей системы от оси привеса равно [ 
(фиг. 178). Маятник отклоняется до тех пор, пока его живая сила не 
будет поглощена работой веса его. При перемещении центра тяжести 0 
в точку остановки Н этот центр поднимается на высоту 


ОК =! (1 — с0за)}. 


При этом в:зс Р-р маятника с ядром дает работу, численная величина 
которой равна (Р-- р)! (1 — соз а). 
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Живая сила системы сейчас после удара будет состоять из живой 
силы ядра Ттуз и из живой силы маятника, равной половине произ- 


ведения из квадрата угловой скорости на момент инерции маятника Л. 
Поэтому уравнение живых сил дает: 


тия ея (Р-Р) (1 —©0за), 


откуда найдем в. 

145. билы связи при ударе. Эти силы будут иметь характер мгно- 
венных сил, т. е. будут очень велики, но кратковременны. Для них 
примем ту же меру, что н для приложенных ударов, т. е. величину им- 
пульса 


1 
{ Рае 
} 


за время удара. Измеренные таким образом силы связи будем называть 
ударами на связи. Мы знаем, на основанин начала Даламбера, 
что силы связи должны уравновесить и внешние силы и силы инерции. 
Поэтому в случае удара, пользуясь видоизменением начала Даламбера, 
получим следующее’ правило для нахождения ударов: 

‚Удары на связи должны уравновесить как внеш- 
ние приложенные удары, так и количества движения, 
потерянные во время удара. 

По этой теореме находим силы связи при ударе. 

Если, например, имеем случай тела, врашающегося около неподвиж- 
ной оси, то силами связи будут удары на ось в местах опоры ее. Эти 
удары найдутся совершенно так же, как мы находим реакции на подпоры 
оси по данным внешним силам, но вместо внешних сил нужно ввести 
приложенные внешние удары и потерянные количества движения. 

146. Центр удара. Из предыдущего понятно, что если имеем твер- 
дое тело, вращающееся около неподвижной оси, то удары, прило- 
женные к этому телу, вообще говоря, передаются на ось, т. е. 
в опорах появятся мгновенные силы, удары на ось, Но в некоторых 
случаях такие удары отсутствуют, их вонсе не будет, несмотря на 
то, что к телу приложены сильные удары. Разберем; при каких усло- 
виях это получается, т. е. когда удары не будут переда- 
ваться на ось? 

Рассмотрим случай, когда.на тело, находившееся в покое, подей- 
ствовал один внешний удар К. Так как внешние удары уравновешива- 
ются с потерянными количествами движения, то ясно, что отсутствие 
ударов на ось может получиться только при соблюдении следующего 
условия: все потерянные количества движения должны приводиться к 
одной равнодействующей, которая должна быть равна и прямо противо- 
положна удару А. Тогда эти количества движения непосредственно 
уравновесятся с А, и не потребуется никаких дополнительных сил на 
оси для получения равновесия, т. е. на ось не передается никакого 
удара. 

| 
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Разберем подробно это условие. Ось вращения примем за ось 2; 
при вращении около этой оси все количества движения составляют пря- 
мой угол с направлением оси 2, следовательно, и равнодействующая их 
тоже составляет прямой угол с направле- 
нием 2, т, е. не имеет слагающей, парал- 
лельной оси 2. Отсюда первое условие: 

Удар К должен составлять 
прямой угол -с направлением оси 
вращения. 

Координатную плоскость ХУ проведем 
перпендикулярно к оси 2 и притом так, чтобы 
эта плоскость заключала в себе направление 
удара К; ось У расположим перпендикулярно 
к К, ось Х будет параллельна удару К 


{фиг. 179). 
х Возьмем частицу тела, имеющую массу т 
Фиг. 179. и находящуюся на расстоянии г от оси враще- 


вия, Координаты этой частицы назовем ху, 2. 
Если тело вследствие упара получит угловую скорость ®, то количеством 
движения частицы 22 будет: 
этг, 


а проекции этого количества движения на оси Х, Г будут равны: 


— тогята, -- июгсоза, 
или иначе; 


— тогй, Ч тог® 
2 т 2 


— тоу, мох. 


Суммируя” эти величины по всей массе тела М, получим количества 
движения всего тела; 

по оси Х,.. .— чу. 

эээ Р.Е и их. 


Бели назовем массу всего тела /М, а координаты его центра тяжести х„Уз, 
то, как известно; . 


следовательно, предыдущие величины проекций количества движения 
всего тела заменятся следующими: 


для оси Х... .-— @Муь 
>» ГИ... -РоМХь 


Но удар К лает для оси У проекиию, равную нулю, так как он перпен» 
дикулярен К ней, слеловательно, проекция полного количества движения 
тоже лолжна быть ча нулю. Отсюда получаем: 


0, 
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т. е. центр тяжести тела должен лежать в плоскости 2ОУ, т. е. в 
плоскости, проведенной через ось вращения перпендикулярно к удару К. 
Это правило можно высказать также следующими словами, определяю- 
щими направление удара: 

Удар должен быть перпендикулярен к плоскости, 
проведенной через ось вращения и центр тяжести 
тела, 

Это второе условие. Оно включает в себя и первое условие. 

Затем продолжаем замену всех количеств движения одной равнодей- 
ствующей, которая должна быть равна и прямо противоположна К. Для 
этого количества движения каждой массы т, т. е. величины 


перенесем из точки т в место, занимаемое проекцией этой точки на 
плоскости ХОТ. При таком переносе получим пары сил: 


®тул, 
Фтхл, 


а суммируя их для всего тела, получим пары: 


©5 туг, 
®Х тхг. 


Обе эти пары должны быть равны нулю, так как в результате сложения 
должна получиться равнодействующая, лежащая в плоскости ХОУ. Итак, 
имеем: 

Утхе=0, Хтуг==0, 


т. в. третье условие, которое состоит в следующем; 

Ось вращения должна быть главною осью для нашего 
начала координат, т. е. для точки, в которой эта ось пере- 
секается плоскостью, проведенной через направле- 
ние удара перпендикулярно к оси вращения. 

Итак, мы привели все количества движения к одной равнодействую- 
щей, параллельной оси Х и равной 


Ю=а Мо, {101} 


где а есть координата у, центра тяжести тела. Чтобы узнать, на каком 
расстоянии # от оси О находится эта равнодействующая, напишем, что 
момент ее равен’ сумме моментов количеств движения отдельных масс. 
Этот последний момент, как мы знаем, равен произведению угловой 
скорости в на момент инерции (/) тела относительно оси О. Итак, 
получаем: . 

=, 


или, вставляя величину К, получим: 


6— [0 
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Но равнодействующая должна быть прямо противоположна удару К, 
следовательно, величина @ дает расстояние удара А’ от оси вращения. 
Итак, имеем четвертое и последнее условие: 

Расстояние удара от оси вращения должно быть 

1 
равно 1 - 

Точка С пересечения удара © нашей осью У называется центром удара. 
Вспомнив наши выводы относительно сложного маятника ($ 40), видим, 
что центр удвра совпадает с центром качания нашего тела, если его 
рассматривать как сложный маятник. 

При соблюдении перечисленных выше четырех условий удар вовсе 
не передается на ось. Заметим, что относительно центра тяжести ставится 
только одно требование: этот центр должен лежать в плоскости 2ОУ, т. е. 
плоскости, проведенной через ось вращения перпендикулярно к направ- 
лению удара, но нет необходимости, чтобы этот центр лежал непременно 
на оси Г, 

147. Случай, вогив ось вращения проходит через центр тя- 
жести, 

Возьмем частный случай, когда центр тяжести лежит па оси враще- 
ния; тогда 


и мы получаем из (102): 


т. е. удар не будет передаваться на ось только в том случае, если 
он приложен к телу на бесконечном расстоянии от оси. Лругими сло- 
вами, если ось вращения прохолит через центр 
тяжести тела, то все удары, приложенные к 
телу, будут передавазься на ось. Притом 
всякий удар будет передаваться на 
ось в полной своей величине, 
Действительно, если имеем д == 0, то равно- 
действующая количеств движения А [уравнение 
(101) будет равна нулю, т.е. количества движения 
составляют пару, имеющую своею осью ту ось 2, 
около которой вращается тело. Такая пара мо- 
х жет уравновесить только пару. Вообразим, что 
кроме удара К (фиг. 180) у нас приложены 
еще два противоположные удара на ось О, а 
именно К’ и А", которые равны и параллельны 
заданному удару К. Прибавка таких двух про- 
Фиг. 180. тивоположных ударов ничего не’ изменяет, и 
следовательно, удары на оси остаются прежние. 
Но теперь имеем, во-первых, пару ударов: К, К", которая уравновесится с 
парой количеств движения. Во-вторых, остается удар А", который и 
передается целиком на ось, т. е, на ве опоры. « 
Этот частный случай имеет особое значение в`машинах. Мы знаем, 
зто вращающаяся часть машины часто уравновешивается, слеловательно, 
центр тяжести ее лежит на оси врашения. Предыдущий вывод показы- 
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вает, что в машинах все удары, приложенные к их уравновешенным вра- 
щающимся осям, целиком передаются на опоры оси и портят эти опоры, 

148. Простой опыт, демонстрирующий существование центра 
удара. Нужно повесить палку с загнутой ручкой {фиг. 181) на опору 
В (опорой может служить веревка, натянутая горизонтально). По- 
пытками легко определить положение такой точки С, 
что удар, приложенный в этом месте, не сбрасывает палку с 
опоры как в том случае, если удар идет справа, так и в 
случае удара с лезой стороны; эти удары сообщают палке 
качания около оси В. Точка С будет центр удара. Про- 
изводя удары в какую-нибудь точку О, лежащую нижеС, — Е 
заметим, что удар справа сбрасывает палку, а удар сле- 
ва —не сбрасывает ее. Для точки Е, расположенной выше — 1б— 
центра удара, получаем обратное явление: удары справа не 
сбрасывают палку, а удары слева сбрасывают ее с опоры. =” 10— 

149. Практические случаи, когда важно знать | 
положение центра удара. а) Баллистический маятник. 

Здесь необходимо достигнуть того, чтобы удар снаряда Фих. 181. 
в маятник не передавался на ‘ось качания маятника. 

Б) То же относится и к прибору Шарпи, который применяется в ме. 
ханических лабораториях для ударной пробы металлов и состоит из маят- 
ника, ударяющего при 
своем качании я тот ы 
брусок металла, проч- 
ность которого желаем 
исследовать. 

с) Сюда же отно- 
сится молот-маят- 
НИК, предложенный 
некогда горным ииже- . 
нером Талем для ковки Фиг. 182. Фиг. 185. 
(фиг. 182); качания с0- . 
общаются маятнику особыми паровыми цилиндрами. 

9} Лобовые молоты, применяемые для ковки на заводвх, движимых 
водяной силой (фиг. 183). Кулак водяного колеса поднимает молот, подпи- 
рая его у В; затем по проходе кулака, 


молот падает, вращаясь около точки О. 

е) При козке ручными молотами 
важно, чтобы место удара С (фиг. 184) 7 д 3 
было приблизительно центром удара / 


для точки А, где кузнец держит мо- 
лот рукою; тогда удары почти не Фиг. 184, Фиг. 185. 
передаются на руку. 

$ Курок ружья (фиг. 185} разбивает уларом пистон; важно достиг- 
нуть того, чтобы удар не передавался на ось О, около которой вращается 
курок; этим устраняется порча оси. 

150. Еще два приложения. 1. Если на ось ОР удар К вовсе не нере- 
дается, то, очевидно, нет никакой надобности устраивать опоры для этой 
оси; и без них действием удара К’ будет сообщена угловая скорость 


В 
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врашения `около оси О2. Эта ось будет свободная ось. вращения 
для удара А. Явление это можно показать на опыте, взяв тело, лежащее 
на горизонтальной плоскости, при отсутствии трених; нечто подобное 
происходит при ударе кием в биллиардный шар. 

Если, при том же ударе, выберем другую ось вращения, +0’ окажет- 
ся, что на нее передается удар; следовательно, для возможности враще- 
ния необходимо, чтобы ось имела опоры, 
К была связана; это уже не свободная ось 

вращения, а насильственная. 


0 0 И. Возьмем тяжелую балку, лежащую 
5 —_— на двух опорах, А, В (фиг. 186), и предпо- 
- ложим мгновенное разрушение опоры В, 

д 8 Это равносильно приложению в точке В 
Фиг. 186. удара, обозначенного стрелкою. Наша 


балка получит стремление вращаться около 
оси, которая определится по правилам, изложенным в $ 146. Если эта 
ось приходится между Аи В (точка О), то лёвый конец балки подни- 
мется над опорой. Если же упомянутая ось лежит вне опор (точка! О’), 
то такого приподнимания не получится. 

151. Закон количеств движения н закон моментов количеств 
движения для случая удара. К этим законам приложимо то же самое 
видоизменение, которое мы объяснили для начала Даламбера. При этом 
пужно принимать во внимание только мгновенные силы и, конечно, 
исключительно внешние, так как внутренние удары все исключаются. 

153. Закон живых сил в случае удара. Применяя эту общую 
теорему, мы не получаем непременного исключения внутренних сил. Сле- 
довательно, и внутренние удары, вообще говоря, не исчезают из уравне- 
ния, а должны быть приняты во внимание. 

Полное исключение работы внутренних ударов между частями системы 
происходит только в частном случае, когда к концу удара тела вполне 
восстанавливают свою форму, которую они имели до удара; мы знаем, что 
при этом работа внутренних сил, произведенная ими за все время удара, 
равна нулю. При таких условиях внутренние удары не изменяют живой 
силы системы. 

Заметим, что подобные случаи вполне упругих ударов довольно редки. 

При неупругом ударе, когда к концу удара первоначальная форма 
тела не вполне восстанавливается, мы имеем некоторую работу внутренних 
сил ударявшихся` тел. Эта работа всегда отрицательная, так как тела 
всегда сопротивляются иЗменению своей формы. Следовательно, резуль- 
татом неупругого удара между частями системы будет уменьшение живой 
силы. Другими словами можно сказать: при неупругих ударах происхо- 
дит потеря живой силы. Между тем, количество движения системы ни- 
когда не изменяется от внутренних ударов ее частей, даже если эти удары 
неупругие. 

Мы не будем останавливаться на всем известных частных случаях 
удара двух упругих и неупругих шаров, а рассмотрим более эбщим 
образом вопрос об изменении живой силы при ударе. 

153. Общее понятие о неупругом ударе. Мы будем называть не- 
упругим ударом всякое быстрое (почти мгновенное) введение новой 
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СВЯЗИ в систему; связь эта изменяет условия возможных перемещений; 
некоторые перемещения, которые прежде дозволялись, становятся невоз- 
можными вследствие введения новой связи. При этом будем предпола- 
гать, что введенная новая связь затем остается в системе и не уничто- 
жается. 

Под это обобщенное понятие о неупругом ударе подходит не только 
все то, что называется неупругим ударом в общежитии, но и многое 
пругое. Так, например, пусть (фиг. 187) струя 
воды встречает плоскую лопатку @ё, заставля- 
ющую ее растекаться по сторонам; это новая, | а 
постоянная связь, и следовательно, мы должны 
считать это неупругим ударом, хотя имеем дело 
‹ двумя упругими телами — водою и твердой 
лопаткой. Во избежание неловкостей термино- 
логии лучше отказаться вовсе от терминов: 
упругий удар и неупругий удар. Будем назы- 
вать всякое быстрое введение новой свя- 
зи ударом. Для быстрого уничтожения су- 
шествующей связи примем термин: взрыв. 
Тогда то, что называется в общежитии упругим ударом, будет пред- 
ставлять совокупность двух явлений — удара и взрыва; сначала вводнтся 
новая связь — одно ударяющееся тело связывает движение другого, 
а затем эта связь уничтожается, и оба тела делаются свободными. 

154. Потеря живой силы при ударе. Теорема Карно. Если 
слово удар понимать в смысле введения новой связи, то всякий удар 
влечет за собою потерю живой силы. Размер этой потери определяется 
теоремой Карно, которую мы сейчас выведем, 

Мы булем говорить о внутренних ударах, т.е. об ударах между 
застямы системы, следовательно, о таких, при которых вызываются вза- 
имные мгновенные силы, подчиненные закону равенства между действием 
и противодействием. Эти силы не войдут в уравнение, даваемое видо- 
изменением начала Даламбера, а так как внещних приложенных уда- 
ров в нашей задаче нет, то в уравнении останутся только потерянные 
количества движения. Обозначим для какой-нибудь частицы и ее скорости 
ко удара по трем координатным осям через и, 9, 2; скорости же после 
удара — через и", 9’, ®". Тогда для точки, имеющей массу п, потерян- 
ные количества движения будут равны: 


т (ии), то 9), ши — 


Так как потерянные количества движения уравновешиваются, то мы при- 
меним начало возможных перемещений, Количества г движения точки 
должны умножаться на возможные для этой точки перемещения, и общая 
сумма таких произведений для всей системы должна быть равна нулю. 
Но после удара, т. е. с введением новой связи, возможными перемещени- 
ями оказываются те, которые дозволяются новой связью; этому условию 
удовлетворяют те бесконечно малые перемещения, которые полу- 
чатся в действительности после удара. Так как скорости 
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после удара будут и’, 9’, %', то, называя элемент времени через 4, 
получим такие действительные перемещения точки и: 


и, ор вай. 


Их нужно ввести в качестве дозволенных перемешений. Следовательно, 
уравнение равновесия потёрянных количеств движения, даваемое началом 
возможных перемещений, будет: 


УХ и (и — шо — о’) аи — и) | 50. (103) 


Живая сила до удара определяется суммой; 


Ут (ие о*- в), 
а после удара она равна: 

Ут (ия ош), 
следовательно, живая сила, потерянная при ударе, будет: 


1 дир -р ая) — 1 и йо 


Но из уравнения (103}, сокращая на 4#, получим; 
9 = Ума (ши? | оо" оч") — Ут (и о"). 


Последнее уравнение вычтем из (104}; получим: 


т 


(104) 


т р Ули? -|- 91 -- Бия {91 -|- 9) — и (и'-- а" о"), 


что легко преобразовать в такую форму: 


ТЕ ии ео. 


Это выражение и представляет теорему Карно. Оказывается, что Г 
всегда положительно, т. е. при ударе всегда теряется живая сила. 
`Последнее уравнение указывает и величину этой потери. Так как в — и’, 
‘о— ти — щи" означают, в проекциях на координатные оси, величины: 
скоростей, потерянных при ударе, то 


зи ии ев) 


есть живая сила, вычисленная для потерянных скоростей. Итак, по те- 
ореме Карно имеем: 

Живая сила, потерянная при ударе, получится, если 
вычислим живую силу системы, отвечающую потерян- 
ным скоростям, 


1 Если мы возьмем скорости до удара 4, 9. №, то соответствующие им беско- 
нечно малые перемещения и &Ё т а#® 4 не будут относиться к числу в03- 
можных, дозволяемых новой связью, и потому не тодятся для нашего уравнения, 
которое выражает равновесие количеств движения, потерянных во время удара. 
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Эта теорема имеет многочисленные приложения при изучении дви- 
жения машин. Потеря живой силы, с практической точки зрения, озна- 
чает денежный расход, который нужно стараться, по возможности, умень- 
шить. Поэтому всегда тиидтельно изучают эту потерю и следят 
за нею. 

В особенности часто приходится применять теорему Карио в гид- 
равлике, где постоянно встречаются удары струй воды между собою 
или удары воды о лопатки, ксвши колес и т. д. В курсах гидравлики 
теорему о потере живой силы при ударе обыкновенно называют теоре- 
мой Борда, и даже нередко авторы этих курсов утверждают, что те- 
орема Борда есть нечто отличное от теоремы Карно и требующее осо- 
бого доказательства. Но, рассматривая проводимые этимн авторами до- 
казательства, мы видим, что они только повторяют тот ход рассуждений, 
путем которого мы пришли к теореме Карно 1. 

Следствие. Представим себе, что мы помощью внешнего приложен- 
ного удара приводим в движение твердое тело, находящееся в покое. 
Если это тело свободно, то вся работа удара пойдет на сообщение телу 
живой силы, Если же тело связано, то произойдет удар между телом 
и связью, следовательно, будет потеря живой силы; поэтому, при той 
же величине удара, сообщенная живая сила будет меньше, чем в случае 
свободного тела. Итак, при данной величине удара наибольшая живая 
сила получится для того случая, когда тело совершенно свободно. 

Но свободное тело вследствие удара К’ (фиг. 179) получит враще- 
ние около оси О, положение которой определяется правилами, которые 
мы излагали в $ 146, говоря о центре удара. Эту ось мы назвали 
свободной осью для случая удара К; все прочие оси будут насиль- 
ственные, и для получения вращения около них требуется поддержка 
‹ пор, связь. Мы видим, что свободная ось обладает следующим свой- 
ством: при вращении около нее получается наибольшая живая сила. 

155. Взрывы, Мы определили взрыв как внезаппое уничтожение 
связи в системе. Результатом его получается увеличение свободы дви- 
жения. Некоторые перемещения, которые не дозволялись связью, после 
уничтожения ее оказываются возможными. Вследствие взрыва всегда 
получается увеличение живой силы системы, и значение этого увели- 
чения опрелеляется теоремой, вполне сходной с предыдущей теоремой 
Карно, а именно: 

Живая сила, приобретенная при взрыве, получится, 
если вычислить живую силу системы, отвечающую при- 
обретенным скоростям. 

Под названием «приобретенная скорость» зужно подразумевать раз- 
ность межлу скоростью после взрыва и скоростыф до взрыва, т. е. при 
прежних наших обозначениях разности: 4'— и, 9'—, %'— ш; здесь 
ц, 9, ® — скорости до взрыва, и’ 9", в’ — скорости после взрыва. 

Теорема эта доказывается совершенно аналогично предыдущей тео- 
реме Карно, так что придется повторить все прежние рассуждения. На- 
чинаем с видоизменениого начала Даламбера, которое относится ко 
всем случаям мгновенных сил, а следовательно, и к взрывам, Нужно 


1 Вбза|, «ТиаИ6 Че Мёсаюдие пбаёще», КП, р. 296, 
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написать условие равновесия количеств движения, потерянных при 
действии мгновенных сил, т. @е. величин т (и — и’), т (®— 9’, 
т! (в —”). 

Но в случае взрыва возможные перемещения будут другие, чем при 
ударе. Злесь нужно взять те перемещения, которые были возможны до 
взрыва, т. е. до уничтожения связи. В этом можно убедиться следу- 
ющим рассуждением: мы применяем начало возможных перемещений с 
той целью, чтобы исключить из уравнения неизвестные мгновенные силы, 
развивающиеся при взрыве; но для этого нужно взять непременно те 
перемещения, которые были дозволены до разрушения связи, когда 
точки приложения двух взаимных мгновенных сил имели одинаковые 
перемещения. После взрыва эти перемещения могут быть неодинаковы 

для двух взаимных сил, и такие переме- 
щения не годятся для исключения неиз- 

Р” 2] вестных мгновенных сил. 
р Для примера рассмотрим разрыв какого- 
Фиг. 188. нибудь стержня в машине; по сечению 
а6 он разделяется на две части Ли 2 
(фиг, 188). В месте разрыва появляются две равные и прямо противопо- 
ложные силы Р, Р’. До разрыва точки приложения их имеют одина- 
ковые перемещения, и сумма работ сил для этих перемещений равна 

нулю. Но этого ие будет после разрыва. 

Итак, составляя условие равновесия потерянных количеств движения, 
мы должны взять те перемещения, которые были возможны до взрыва, 
т. е. и@ 94 ша, тогда вместо прежнего уравнения равновесия 
{103) получим следующее: 


Ут [(и— м) и! (ооо (и — Фа 0. (105) 


Живой силой, приобретенной при взрыве, будет разность окончатель“ 
вой и начальной живой силы, т. е. 


т 


Зи ош) т (а а-я), 


ры 


Прибавим к правой части последнего равенства выражение (105), сокра- 
щенное на 4; получи! 


‚1х й ` , . 
ТЕХ ео 1) 1 Ут (ро и) — Ут ии + 09" ша”), 
а это простым преобразованием приводится к виду: 

Ту „ , 
та Уи ии о-в, @96) 
в котором и заключается указанная общая теорема о взрывах. Действи- 
тельно, формула (106) указывает, что Т всегда положительно, т, е. 


всегда есть выигрыш живой силы: величина этого выигрыша определяется 
вычисленлем живой силы для скоростей, приобретенных при взрыве, 
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156. Примеры. Кроме вэрыва гранат и, вообще, ‘действия взрывчатых 
веществ ‚укажем еще на слезующие явления, входящие в категорию 
взрыва по данному нами определению: 

1. На подъемной мащине, стоящей колесами на рельсах. поднят 
цепью тяжелый груз. Вдруг иепь разрывается по недостатку прочности, 
иля мы нарочно особым приспособлением быстро уничтожаем соединение 
груза с цепью (это делается прн опускании в море тяжелых бетонных 
массивов, из которых строят набережные, молы, брекватеры я другие 
приморские сооружения). При таком быстром разрыве или разъединения 
цепи подъемная мащина подпрыгивает над рельсами и затем, падая 
вниз, может поломать свои колеса. Для устранения этого колеса нужно 
делать стальными и очень прочными. 

2. Мы имеем машину для пробы прочности металлов и производим 
на ней растяжение и разрыв брусков. Если испытываемый матернал не 
пластичен (чугун, инструментальная сталь), то разрыв бруска происхо- 
дит мгновенно, что представляет явление взрыва. При этом иногда 
расстраиваются соединения частей машины, соскакивают болты, муфты 
кольна и Т. д, 


СЕМНАДЦАТАЯ БЕСЕДА 
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157. Модели, нли образцы. Часто случается, что вопросы дина- 
мики или математической физики, различающиеся между собою по су- 
ществу, приводят к уравнениям, совершенно одинаковым по виду. Анали- 
тическая форма уравнений оказывается одинаковой для двух и более 
вопросов, хотя буквы, входящие в члены уравнений, изображают в этих 
вопросах совершенно различные, часто неоднородные величины. Такое 
формальное сходство позволяет применять одннаковые математические 
приемы для интегрирования и разрешения уравнений; мы пользуемся 
рештнием, полученным для одного вопроса, н применяем его для других, 
иаображаю`инхся такими же уравнениями. Один вопрос служит моделью, 
или образном, для нескольких других; мы можем прямо списать готовое 
уже решение, находя совершенно излишним вновь повторять все преж- 
ние выкладки и выводы. 

Такие случаи сходства довольно часты, и на это не всегла обра- 
щают должное внимание в курсах по прикладной механике. Вместо того 
чтобы ограничиться ссылкой на давно иззестный образец и взять гото- 
вое решение, разбирают вопрос вновь и совершенно самостоятельно, 
без всякой связи с другими. 

Мы укажем на некоторые типы, встречающиеся чаще других. 

158. Первый тип: равноускоренное движение. Равноускоренное 
движение встречается в массе вопросов. Оно может быть прямолиней- 
„вым или криволинейным; можно говорить о движении точки или о дви- 
жении тела; при поступательном движении мы говорим о линейной 
скорости, а при врашательном — об угловой скорости, но и те и другие 
движения могут быть равноускоренными; в $ 129 мы имели при- 
мер равноускоренного движения по винту. Но во всех этих случаях фор- 
мулы получаются одинаковые, —это известные формулы падения тя- 
желых тел. 

159. Второй тип: вертикальное падение тяжелого тола, снаб- 
женного парашютом. На это тело действуют вес и сопротивление 
воздуха; последнее будем считать пропордиональным квадрату скорости. 
Ускорение тяжести назовем &, а для ускорения, производимого сопротив- 
лением воздуха, примем обозначение: . 


т 
в, 
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где о — скорость, & — коэфициент, определенный опытом. Так как эти 
два ускорения противоположны одно другому, то полное ускорение, 


направленное вниз, будет равно: 


х 
Вр 


Но, с другой стороны, полное ускорение в прямолинейном движении, по 
самому определению понятия об ускорении, есть производная скорости 
по времени, следовательно, имеем: 


ея 8—8 : 
РЗ & С 
Ро {107} 

ви = 4 


Последнее уравнение легко интегрируется, так как переменные 9 и Ёв 
нем разделены; притом в левой части равенства приходится интегриро- 
вать очень простую дробную функцию, а интеграл правой чажти будет: 


ЕС. 


Произведем интегрирование, а произвольную постоянную определим по 
условиям, относящимся к началу движения, принимая начальную скорость 
равной нулю, т. е, имеем условие: при #==0, == 0. 

Результатом интегрирования будет уравнение: 


А+о 28 
#6 


У 


а переходя от логарифмов к степенным функциям, найдем: 


2: 


: 098) 


Если путь, пройденный за время # от начала движения, назовем $, то 
скорость у будет равна: 
45 


1 


Подставляя это выражение в уравиение (108), получаем зависимость 
между 45 и 48 в таком виде уравнение легко интегрируется, и мы 
получаем: 


Таким образом вопрос вполне решен. 
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Полагая в уравнении (108) #==00, получаем 9==й, т. е, коэфициент А 
представляет предел, к которому стремится скорость движения с уве- 
личением времени. Приблизительное значение этой предельной величины 
легко находится на опыте, так как уже по прошествии не очень боль- 
шого времени движение делается почти равномерным; скорость этого 
равномерного движения и может быть принята за величину коэфициента А, 
Это самый простой прием для нахождения коэфициента сопротивления 
воздуха. 

160. Прияеры. Изложенная простая задача (решенная еще Ньютоном, 
в «Рипсруа», но в другой форме) служит типом для многих вопросов 
прикладной механики; мы поиведем два примера. 

1. Крылач, В часах и других приборах нередко применяют приспо- 
собление для получения равномерного движения, состоящее из несколь- 

ких быстро вращающихся крыльев, которые 


г [9 встречают при своем движении значительное 
й | сопротивление зоздуха. Упрощенный прибор 
Е О РЗ этого рода изображен на фиг. 189. Здесь 
1 


А — барабан, приводнмый во вращение гру- 
зом В; на оси барабана сидят крылья С, С. 
| Так как здесь имеем вращение около не- 
с № подвижной оси, то нужно брать моменты сил 
около этой оси, Сумма моментов внешних 
фи. 189. сня и сил инерции должна быть равна нулю. 
Из внешних сил у нас действуют: вес 

груза В и сопротивление воздуха на крылья С; трением пренебрегаем. 
Если г есть радиус барабана, то момент груза В будет равен его 
весу р, умноженному на г. Величина сопротивления воздуха пропорцио- 
нальнз квадрату скорости крыльев; если назовем скорость опускающе- 
гося груза В через <, то скорость крыльев может быть принята равной 


3. А — радиус центра крыла); сопротивление будет рави 
; радну! ; сопр р: 


а 2 
ри: 


(Е — коэфициент, определяемый опытом). Момент сопротивления воздуха 
получится умножением этого сопротивления на плечо Ю, причем произ- 
ведение следует взять со знаком минус. 

Далее, сила инерции опускающегося груза В будет равна; 


а ее момент: 


Момент сил инерциц всех вращающихся частей будет отрицательный 
и измеряется произзедением углового ускорения ш’на момент инернии 
7 этих частей относительно оси вращения. Угловое же ускорение полу- 


ПРИМЕРЫ 241 


Зится, если разделить линейное ускорение окружности барабана на его 
радиус г, следовательно, угловое ускорение будет равно; 


14 


га ' 
Соединяя все эти моменты, получим уравнение: 


а 14 
К-т 7—5 


ре в 


п 


Обращая главное внимание на переменные величины, мы можем 
написать последнее уравнение в форме: 


4 
ж=А- Во, 

где Ак А — постоянные. Таким обозначением мы привели наше уравнение 
к совершенному формальному согласию с уравнением (107) предыдущего 
параграфа и, следовательно, можем воспользоваться предыдущим решением, 
сделав только замену букв. 

2. Движение паровоза вниз по уклону, когда закрыт 
впуск пара в цилиндры. В этом случае движущей силой является 
та слагающая веса поезда, которая идет 
параллельно уклону (фиг. 190). Назовем 
синус угла уклона @ через &, вес паровоза 
© тендером через Р, а вес всех вагонов 
через ©; движущей силой будет: 


(РЪ-- 9): 
Опыты ` показывают, что сопротивление Фиг, 190. 
движению вагона может быть принято 
пропорциональным весу его, и На | 22 поезда равно; 


ав, 


тде У— скорость движения, р, \ — коэфициенты. Подобная же формула 
представляет и сопротивление паровоза с тендером, но коэфициенты р, \. 
должны быть заменены другими, которые назовем р., №. Итак, сопротив- 
ление вагонов будет равно; 


а паровоза с тендером — 


Масса всего поезда равна 


2+9 
=, 


а ускорение его изображается производной от скорости м. Следова- 


тельно, уравнением движения будет: 
ФОТ ЯРНО: РО, щи — ОО-Ьку 


18 Беседы а механике. 
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Опять, обращая главное внимание на переменные величины, видим, что 
это уравнение имеет форму: 


аи 
р 


(А, В— постоянные), следовательно, мы пришли к прежнему типу и мо- 
жем воспользоваться прежним решением. 

Наблюдение за движением поезда вниз по уклопу представляет один 
из способов изучения сопротивления поезда движению (опыты Франка 
и др.). При этом, пользуясь приведенным нами 
решением, можно найти коэфнциенты ), и, 
),, в. 

161, Третий тип: гармоническое дви- 
зыенце. Простейший случай этого типа полу+ 
чается, когда материальная точка и (фиг. 191) 
движется по прямой линии ОХ под действием 
притяжения к неподвижному центру О, если 
сила притяжения прямо пропорциональна рас- 
стоянию между массой ии и притягивающим ^ 
центром, 

Пусть масса движущейся точки есть #, 
а величину силы притяжения обозначим че- 
рез Ах. Она направлена прямо противопо- 
ложно координате х, следовательно, ускорение по направлению положи- 
тельной оси х будет равно: 


_ 
7 т° 


Приравнивая эту проекцию общему выражению для ускорения в прямо- 


х 
линейном движении, т. в. иг, Получим уравнение движения 


или 
1х 
ав Ех = 


(109) 


в . 
где величина `„ обозначена в форме каздрата и*, с целью отметить, 


что эта величина положительная. 

Уравнение движения (109) здесь оказывается одним из самых простых 
случаев линейных диференциальных уравнений. Оно, как известно, инте- 
грируется при помощи тригонометрических функций. 

Общий интеграл этого уравнения должен содержать две произволь- 
ные постоянные, так как уравнение это второго порядка, Этот интеграл 
будет: 

х=ас0$ (и — а), (1092) 


1де а, а — произвольные постоянные. Нетрудно проверкой убедиться, что 
он удовлетворяет уравнению (109), 
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Скорость движения будет равна: 


ма — лазт (а). 16) 


Для определения произвольных постоянных нужно знать начальные 


4х 
данные движения, т, е. величину отклонения х и скорости -„- нашей 


массы для того мгновения, которое считаем началом времен. Примем за 
начальное положение то, при котором масса т находится на наибольшем 
удалении от центра; в этом положении скорость движения равна нулю; 
следовательно, формула (110) должна для #==0 дать 


4х 
= 0, 


— па т (— а) =0. 


т, ©, 


Отсюда заключаем, что произвольная постоянная. а должна равняться 
нулю. Тогда для х получаем: 


Х—ас0$ п, . ап) 
и При 22 0 имеем: 
х 


т. е. другая произвольная постоянная представляет наибольшее отклоне- 
ние массы м от центра- 

Из формулы (111) ясно, что движение массы +: будет колебанием 
около центра О; масса будет отклоняться по обе стороны центра на 
величину = а, т.е, 2а представляет амплитуду колебаний. Полный период 
колебания соответствует полному периоду тригонометрической функции, 
т.е. 21. Называя время полного (двой- 
ного) колебания через Т, получи 


пТ= т, 


==. ан» 


Геометрический вывод. 
Все предыдущие формулы для гармо- 
нического движения можно получить 
также и другим, элементарным, спо- 
с0бом, основываясь на том, что это 
движение можно рассматривать как _ 
проекдию равномерного движения по кругу на диаметр этого круга. 
Действительно, если масса им движется равномерно по кругу радиуса г 


{фиг. 192), то ускорение движения направлено к центру и равно я 
(© скорость движения). Следовательно, сила, которая сообщает такое 
движение, тоже направлена к центру и равна 9, Проекция ее на диа- 
метр АС будет равна: 


Фиг, 193. 
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Эта проекция пропорциональна х, следовательно, закон изменения силы 
такой же, как заданный для гармонического движения, Итак, всё явления 
гармонического движения можно получить, рассматривая проекцию кру- 
гового равномерного движения. Диаметр круга представляет амплитуду 


колебания; величина 


„я“ Заменяет коэфициент А, следовательно; 


(13) 


Время одного колебания Т будет равно времени кругового оборота, 
2) 
. а это попрежнему равно 


> 
2 у" 


Тил гармонического колебания встре- 
чается во множестве случаев движения. Сюда отно- 
сятся, во-первых, все упругие колебания систем, 
имеющих одну степень свободы, Например: 

1. Масса п: (фиг, 193) качается на упругой пру- 
жине аб (массой пружины пренебрегаем). 

2. Колебания массы р ва винтовой пружине 
(фиг, 194) (опять пренебрегаем массой пружины). 

3. Крутильные колебания тела А на проволоке аб (фиг. 195); тело 
ащается около оси аб, закручивая и раскручивая проволоку в ту и 
другую сторону. Сопротивление про- 
волоки кручению дает момент, стре- 
мящийся восстановить первоначаль- 
ную форму; этот момент иропор- 
ционален углу закручивания х; назо- 
вем его Ах; он должен быть взят со 
знаком минус, так как направлен 
противоположно увеличению х, 

Так как здесь имеем вращатель- 
ное движение около оси, то нужно 
написать, что момент силы —А-х 
‘уравновешивает момент силы инер- 
ции; а этот последний равен произве- 


т, е, 


Фиг, 19; 


"х 

‚дению из углового ускорения -„„; на 
момент инерции „7 нашего тела А 
относительно оси *. Таким образом 


получаем уравнение движения; 


Оно согласуется с (109); только 


— Ах. (113) 


теперь х представляет не линейное 


отклонение, а угол. Вместо прежней массы м теперь появился момент 


1 Мы пренебрегаем массой самой скручиваемой проволоки. 
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ннерции, который, как мы это видели уже несколько раз, во вращатель- 
ном движении играет ту же роль, как масса при движении материаль- 
ной точки и при поступательном движении твердого тела. 

4. Такое же уравнение, как (113), получим и для колебаний балан- 
сира карманных часов (фиг. 196). 

5. Колебания более сложных упругих систем, имеющих не одну, 
а несколько степеней свободы, могут быть подведены под тот же гар- 
монический тип, Для этого нужно 
ввести так называемые вор- 
мальные колебания 1, 

6. Колебания маятника при не- 
больших размахах его тоже будут 
гармонические. Возьмем сначала 
простой маятник (фиг. 197); точ- 
ка О служит центром, к которому 
тяжесть стремится вернуть массу т, 
подвешенную на нити. Здесь в0з- 
вращающая сила есть та слага- 
ющая веса, которая направлена 
по касательной; она равна произ- [7 
велению из веса р качающейся Фиг. 196. 
точки на синус угла отклонения. ^ “ 
При малых отклонениях синус 
можно заменить углом; тогда сила по касательной будет равна 


ра. 


Она пропорциональна углу а, т. в. пропорциональна отклонению От, 
которое назовем х, а силу обозначим #х, 

Ускорение о касательной получится делением силы на массу т; его 
нужно взять с минусом, так как сила идет противоположно направлению 
увеличения х. Итак, это ускорение будет равно 


ие 


т 


Но мы имеем общее выражение для ускорения по касательной в криво- 


линейном движении 
вх 


ай’ 


Приравнивая эти два выражения, получаем: 


Это уравнение согласно с (109); но здесь движение не прямолиней» 
ное, а кризолинейное, и х не прямолинейный отрезок, а дуга. 


3 Го Вау1ейиь, ТНеогу о! боппа- 


246 ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 


7. Что касается сложного маятника, то мы уже знаем, как 
подвести его движение под тип простого маятника ($ 40). 

8. Небольшие колебания судов на спокойной поверхности моря 
(фиг. 199) также подходят под гармонический тип, 

9. Наконец, укажем на те колебания столба воды в 
сообщающихся сосудах (фиг. 198), которые происходвт 
при нарушении равновесия. Если пренебрежем трением, 
то малые колебания будут гармонические. Этот вопрос 
рассматривается Ньютоном в 
«Рина ра» с приложением к 
волнооаразному движению. 

162. —Гармоничеекое 
движение в машинах, 
о -— Очень распространено сле- 

Фиг. 198, Фиг. 196. дующее преобразование дви- 

жения, называемое  криво- 

шипным механизмом (фиг. 

200). Кривошип г вращается равномерно около центра О и посред- 

ством шатуна { сообщает прямолинейное попеременное движение 

ползуну и соединенному с 

ним телу В. Это прямолн- 

нейное движение приблизи- 

тельно можно считать гар- 

моническим. Сходство полу- 

чается очень близкое, если 

Фиг, 206, длина шатуна { в пять и 60- 

лее раз превышает длину 

кривошипа; тогда движение ползуна будет очень мало отличаться от дви- 

жения точки С’ т, е. проекции пуговки кривошипа С, а мы видели, 
что проекция С’ имеет гармоническое движение, 

Кривошипный механизм применяется в паровых, газовых машинах, 

насосах и т. д. как для поршней, так и 
для золотников, 

Популярное построение, называемое 
диаграммой Цейнера, служащее 
для изображения движения золотника, есть 
не что иное, как построение гармониче- 
кого движения, а именно, формулы: 


05’ РР 


х=ас0$ (иЁ— а). 


Оно состоит в следующем (фиг. 201): от- 

кладываем угол УОД, равный @а, и на 

луче ОА засекаем отрезок ОЛ, равный а. 

Фиг. 201. Затем строим круг на О как на диа- 

метре. Величины лЁ представляются углами, 

образуемыми переменными лучами ОВ, ОВ’, ОВ" с осью ОУ. Так как 
угол ОВА вписан над диаметром, то он прямой; следовательно: 


ОВ = ОА. с08 АОВ = ас0$ (#— а). 
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Итак, величины х представляются хордами ОВ, ОВ’, ОВ", ... нашей 
диаграммы *. 

Часто применяются двойные золотники; каждый. из них дви- 
жется особым кривошипным механизмом, следовательно, они получают 
перемещения; 

х =а 605 (и — а} 
2Ж = 2,605 (иЁ— а’). 


Один золотник скользит по другому, и относительное перемеще- 
ние их определяет открывание и закрывание окошек, впускающих и 
выпускающих пар. Для нахождения такого относительного перемещения 
нужно знать сумму или разность перемещений 
х--х, или х-— х,. Цейнер дал прием для по- 
строения этих величин; результат такого дви- 
жения, вызываемого двумя кривошипными ме- 
ханизмами, он изображает помощью одного 
фиктивного кривошииного механизма, для ко- 
торого строит диаграмму по прежнему прави- 
лу. Чтобы получить сумму х--х,„ нужно по- 
ступить следующим образом (фиг. 202): отклады- 
ваем угол УОАД=а и длину ОД==а. То же де- 
лаем и для другого механизма, для него угол 
УОЛ’—а’ и длина ОА’=а,. Затем строим па- 
раллелограм на сторонах ОА и Ой’. Получаем 
диагональ параллелограма ОВ, на которой как на диаметре нужно по- 
строить круг. Хорды ОВ”, ОВ’, ОВ этого круга дают искомые вели- 
чины х--х. 

Очевидно, это построение есть не что иное, как известное и постоянно 
применяемое в теории света построение Френеля для сложения двух гар- 
монических колебаний, различающихся амплитудами а, а, и фазами а, а’. 

Таким образом мы видим, что в двух совершенно различных обла- 
стях науки применяются одинаковые построения. Такое сходство реше- 
ний вызывается тем обстоятельством, что и в теории света, и в криво- 
шипном механизме мы имеем дело с гармоническим колебанием. 

Вот еще одна аналогия между решениями, относя- 
щимися к прикладной механике, и выводами оптики. 
Толле («Ге Кевешия 4ег КгайтазсН тел», стр. 199) указывает, что силы 
инерции парового поршня, лвижущегося гармонически взад и вперед, 
могут быть уравновешены центробежными силами двух равных масс, 
которые вращаются равномерно с одинаковыми скоростями, но по про- 
тивоположным направлениям. Это решение тождественно копирует 
следующую модель из теории света: луч света, поляризованный прямо- 
линейно, эквивалентен двум лучам, имеющим круговую поляризацию, 
у которых направления вращения противоположны. Такая модель была 
предложена Френелем в качестве гипотезы, которая очень остроумно 


# Та же диаграмма может представить величины функции ап (п! -- а); 
для этого послужат те же лучи ОВ, ОВ’... но углы пё придется отечитывать от 
оси ОХ в сторону, противоположную движению часовой стрелки. 
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объясняет явления вращения плоскости поляризации, замечаемые при 
прохождении снета Через кварц и некоторые другие кристаллы. 

163. Чотлортый тип: колебания, когда дейетвует трение, 
пропорциональное евороети. Возьмем гармоническое движение, разо- 
бранное в $5 161, и дополним его тем, что кроме силы — #х, стремящейся 
вернуть точку 2 в центр О, введем еще трение, величина которого 
пропорциональна величине скорости. Сопротивление, вызываемое трением, 
всегда направлено противоположно скорости. Поэтому сила этого рода 
может быть представлена в уравнонии движения членом, имеющим 

_ форму: 


—в м, 


ах 
где й — постоянный коэфициент, а множитель — у изображает вели- 


чину, всегда равную и противоположную скорости. Ускорение, вызываемое 
трением, найдется делением силы на массу и и будет равно 


Уравнение движения будет отличаться от уравнения (109) этим допол- 
нительным членом. Мы получим: 


2х 
. аа 


{114) 


А 2 й 
Попрежнему обозначим п Через №, а для обозначения частного я 
введем букву Х. Получим следующее уравнение движения: 


Е йх 


(115) 


Оно, так же каки прежнее (109), относится к разряду линейных диферен- 
циальных уравнений и интегрируется при помощи давно известных 
приемов. 

Мы прямо приведем интеграл этого уравнения; правильност! 
его желающие могут проверить подстановкой в (115); общности 
же решения указывается тем, что интеграл содержит две произвольные 
постоянные. Найдем величину 


ии 


которую обозначим через и’. Обыкновенно сила трения невелика, и 
велинина */, /\ значительно меньше, чем и?, Тогда рздикал, обозил- 
ченный буквою и’, вещественный. Рассмотрим этот случай; для него 
мы имеем решение: 


—й, 


= <0$ (и — а). 
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Это решение отличается от (109а), полученного при отсутствии трения, 
только тем, что вместо постоянной амплитуды а появился множитель 


дей 1, 


постепенно убывающий с течением времени. Следовательно, это движе- 
ние можно рассматривать как периодическое колебание с постепенно 
уменьшающейся амплитудой; колебания понемногу затухают вследствие 
трения. Период колебаний попрежнему определяется периодом косинуса, 
следовательно, время двойного колебания получится из (111а) заменой 
буквы я величиной м’. Итак, период будет равен: 


В большинстве случаев, с которыми приходится иметь дело, трение 

невелико, и значение л’, которое равнб ут — У. , очень мало отли- 
2= 

нается от л. Тогда мы можем принять, что период Т’ равен пт 


трение не изменяет периода колебаний, 

Случай, когда трение настолько. велико, что я’ делается мнимым, мы 
не будем разбирать, 

Рассмотренный тип представляет явления многих колебательных 
движений, 

1. Сюва относятся колебания маятника, который встречает при 
своем движении сопротивление от воздуха. 

2. Сюда относятся различные упругие и другие колебания, упомяну- 
тые в $ 161; там мы предполагали отсутствие трения и других сопро- 
тивлений, но в действительности такие сопротивления всегда будут, 
а потому колебания постепенно затухают. 

3. Те же уравнения представляют колебания магнитной стрелки 
в обыкновенном  гальванометре или колебания подвижной рамки 
с обмоткой в гальванометре Депре-Дарсонваля и тому подобные колеба» 
ния в приборах для электрических измерений. Здесь являются трение 
воздуха и сопротивление, представляемое тушителем колебаний (демп- 
фёром); обе эти силы пропорциональны скорости. Возьмем, например, 
гальванометр Депре-Дарсонваля. Рамка при колебаниях поворачивается 
около вертикальной 9си; угол поворота от положения равновесия 


ах 
назовем х, тогда угловая скорость будет -„, а угловое ускорение Ч 


На рамку действует сила, стремящаяся установить ее в равновесном 
положении; эта сила пропорциональна углу х; ее момент обозначим йх, 
Сопротивление воздуха и сопротивление вследствие токов, индуциру- 
ющихся при колебании в магнитном поле прибора, оба пропорциональ- 


ах 
ны угловой скорости; величины моментов этих сил назовем / —- 
Наконец, момент сил инерции, получающихся при вращении, равен 


1 Величина 1/з /{ называежя логарифмическим декрементом, 


| 
| 
р 
} 
{ 
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произведению из углового ускорения на момент инерции вращающегося 
теда, т. с. 

м 
ай ` 
Принимая во внимание направление этих моментов, получим уравнение 
движения: 


ах 
Иры 
т. е. прежний тип. 
164. Электрические колебания, т. в. колебательный разряд, 
конденсатора. Всем известно, какое особое значение получило в физике 
это явление вследствие работ Герца и его продол- 


* ^ жателей. Пусть а, @ (фиг. 203} — конденсаторы, за- 
ряжаемые переменным током вторичной спирали ин- 

ев дукционной катушки; колебательный разряд полу- 

8 1—5 чается в виде искр между шариками с, 4. Назовем 
Фиг. 208. переменный заряд конденсатора буквою @, смкость 


конденсатора С, сопротивление цепи № и ее само- 
индукцию 2. Тогда изменение заряда © < течением времени изобра- 
жается уравнением В. Томсона: 


& 8 
ар 00, 9) 


т, е. совершенно согласуется с нашим типом затухающих колебаний. 
Если представим уравнение {105) в виде: 


41 ‚ах 
ит вх 


то, сравнивая его : (116), видим, что сопротивление цепи А соответсг- 
вует трению м, а ‹амоиндукция цепи & отвечает массе иг. Это соответствие 
согласуется с обыкновенными гипотетическими взглядами на явления тока. 
На сопротивление цепи всегда смотрят как на род трения, как на нечто, 
похожее на трение жидкости, текущей по трубе. Явления же самоиндукиии 
постоянно рассматриваются как род инерции, и потому величина — 2. 20 
аналогична члену — т их, представляющему силу инерции массы ие. 

165. Колебания регуляторов паровых машин. Если мы рассмо- 
трим собственные колебания такого регулятора !, то придем к тому 
же типу затухающих колебаний. Чтобы не усложнять вопрос обсто- 
ятельствзми, происходящими вследствие’ большей или меньшей сложности 
конструкции регулятора, мы возьмем самый простой регулятор, а именно, ` 
регулятор Штранда. Это одна из более новых конструкций; судя по имею- 
щимся в литературе данным, регулятор этот действует хорошо. 

Он относится к разряду маховичных регуляторов, т, е. вра- 
щается рядом с маховиком на главном залу машины. Схема (фиг. 204) 


{Т‚ © колебания регулятора, отцепленного от регулирусмого прибора, 
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изображает этот вал А и заклиненное на нем колесо В. На послелнем 
расположен регулятор О, который вращается вместе с колесом и может, 
кроме того, скользить по диаметру колеса, направляясь особыми высту- 
пами С, С, отлитыми за одно целое с колесом В. Регулирующим при- 
бором служит эксцентрик 0; регулирование состоит в том, что увеличи- 
вается или уменышаетси эксцентриситет этого эксцентрика относительно 
оси вала 4; при изменении эксцентриситета изменяется ход золотника, 
распределяющего пар, и.`тем усиливается или 
ослабляется действие пара в машине, 

Действие регулятора заключается в слелу- 
ющем: центробежная сила скользящего регуля- 
тора отбрасывает его по диаметру колеса В; 
этому сопротивляется пружина Б, которая стре- 
мится вернуть скользящую часть в ее среднее, 
центральное положение; давление пружины про- 
порционально отклонению регулятора от его 
центрального положения, Для быстрого туше- 
ния колебаний введен катаракт Р; этот неболь- 
шой прибор, изображенный с большими по- 
дробностями отдельно на фиг. 205, назначен для 
произведения трения, пропорционального ско- 
рости движения; для этого нужно ввести трение 
жидкости, Катаракт состоит из цилиндра {, на‹ 
полненного маслом, с поршнем д; сообщение по- 
лостей, приходящихся © двух сторон порання, 
производится трубочкой Ё с краном м. Масло, 
прохоля со стороны # на сторону А, испытывает 
трение в трубке Й и в кране т, который можно 
прикрывать более или менее для изменения 
трения; это сопротивление можно считать пропорциональным скорости, 

Рассмотрим относительное движение скользящего регулятора по 
диаметру колеса для случая равномерного вращения вала А. Это будет 
прямолинейное поступательное движение некоторой массы из. На нее дей- 
ствуют следующие силы: а) центробежная сила и упругость пружины & 
обе они пропорциональны величине отклонения х центра тяжести регу- 
лятора от центра вала х; совокупность их может быть изображена олной 
силой, пропорциональной откломезию х и стремящейся вернуть регулятор 
в его центральное положение 1; Ь) трение, вызываемое катаракгом; оно 
пропорционально скорости скользящего движения, т.е. производной откло- 
нения х: а 

Е 

Итак, здесь имеются все черты того Типа затухающих колебаний, кото- 
рый мы рассматриваем, и мы получаем прежнее уравнение: 


тб вк. Геи 


{ Корнолисова сила перпендикулярна х направлению рассматриваемого дви- 
жения и потому не входит в уравнение. Мы пренебрегаем тем трением, которое 
вызывается втой силой, 
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Замечание по поводу трения регуляторов. В приведен- 
ной нами конструкции регулятора имеется катаракт, вызывающий трение 
жидкости, которое пропорционально скорости движения. Мы уже видели, 


ах 
что действие этого трения изображается членом — # д › Который пред- 
ставляет силу, всегда направленную в сторону, противоположную ско- 


ах 
Е’ т. в силу, всегда противоположную движению. 


Катаракт своим трением быстро тушит колебания, и потому часто 
настоятельно рекомендуют применение его в регулирующих приборах. 
Но присутствие его не абсолютно необходимо; и без катаракта имеется 
трение частей регулирующего прибора, которое тоже способствует ту- 
шению колебаний, поэтому нередки регуляторы без катарактов. С дина- 
мической точки зрения они отличаются от предыдущего тем, что в них 
трение не будет пропорционально скорости; при плохой смазке частей 
регулятора это будет трение твердых тел, которое от скорости почти 
не зависит и может считаться постоянным. Это постоянное трение нужно 


ввести в уравнение {117) вместо члена ват. 


Но здесь необходимо озаботиться, чтобы вводимая в уравнение сила 
трения всегда шла противоположно движению. Когда происходит та часть 
колебания, при которой х увеличивается, то трение должно итти в сго- 
рону уменьшения, т. е. трение идет в ту же сторону, как и сила &х, 
стремящаяся вернуть колеблющееся тело в его центральное положение. 
Называя величину трения. буквою Х получим уравнение движения: 


рости 


@х 


та Ах 


Но рассмотрим теперь ту часть колебания, когда масса м приближается к 
своему центральному положению, т, е. когда х уменьшается; тогда тре- 
ние, как противоположное движению, идет в сторону увеличения х, т. е. 
оно противоположно силе Ах, стремящейся вернуть массу в ее централь- 
ное положение. Поэтому уравнение движения будет: 


{118) 


тук, (19) 


Оно отличается от (118) знаком члена 7. 

Оказывается, что в случае постоянной величины трения мы имеем 
дело с разрывной величиной, которая при перемене направления движения 
сразу меняет свою величину с -|-Х на —Х Вследствие такого разрыва 
нельзя составить одио уравнение, которое непрерывно представляет все 
явления колебаний. Приходится иметь дело с двумя различными уравне- 
ниями (118) и (119), из которых одно относится к части колебания, когда 
движение идет в сторону увеличения х, а другое нужнб применять для 
той части колебания, когда движение направлено в сторону уменьшения х. 
Имея два разных уравнения, получаем два различных интеграла, каж- 
дый с двумя произвольными постоянными. Это значительно усложняет 
вопрос; теперь нельзя получить общее аналитическое решение, дающее 
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величину перемещения х для всего времени движения, до полного зату- 
хания колебаний. Приходится рассматривать последовательно и 0с0бо 
каждое отдельное одиночное колебание и для каждого из них 0с0бо 
определять произвольные постоянные. 

Пусгь О (фиг. 206) означает среднее, центральное положение колеб- 
лющейся точки, Начинаем с крайнего положения А и рассматриваем часть 
колебания АВ; к ней применимо уравнение (118); нужно взять интеграл 
его и определить произвольные по- 


‚м Г 
стоянные из данных, относящихся к  др’р д” 

точке А, т, е. из условий, чго здесь ох 
скорость равна нулю, а величина х Й 

равна амплитуде ОЛ. Затем разби- Фиг. 206, 


раем размах ВА‘; здесь при движении 

х увеличивается, следовательно, нужно взять уравнение (119); произволь- 
ные постоянные его определятся по данным, относяшимся к точке В. 
Далее, разбираем размах А’В'; к нему применимо уравнение (118); про- 
извольные постоянные интеграла нужно определить вновь, по дан- 
ным. относящимся к точке 4’. Потом разбираем следующий размах 
В'А" ит.д. 

Такое усложнение, вызываемое тем, что трение не представляется 
непрерывной функцией, очень затрудняет рэшение, а потому часто 
для облегчения прибегают к приблизительному рассмотрению, состоя- 
щему в том, что разрывную величину заменяют непрерывной. Такая 
замена представлена графически на фиг, 207; вместо функции, которая гра- 
фически  изображает- 
ся разрывной линией 
АВеСОе ЕР, можно вве- 
сти непрерывную кри- ы 
вую Оабедейе, Г 

В вопросах о тре- 
нии постоянное тре- 
ние 2 часто заменяют 
трением,  пропорцио* ы 
нальным скорости, т.е. Фиг. 207. 


4. 
А, подбирая величину # так, чтобы это трение, в среднем, как можно 


меньше отличалось от /. Такая замена в регуляторах и других машинах 
допустима, в особенности при тщательной, обильной смазке, которая не 
только уменьшает величину трения, но, сверх того, приближает характер 
этой силы к трению жидких тел, т.е. к закону пропорциональности 
первой степени скорости. 

Все эти замечания о введении трения в уравнения движения имеют 
общее значение и относятся не только к регуляторам, но и ко многим 
другим механизмам и физическим приборам, в которых при колебатель- 
ном движении действует трение. 

Историческая заметка. В первых работах относительно коле- 
бания регуляторов паровых машин не было обращено внимание на то, что 
в случае постоянного трения мы имеем разрывную величину, 
откуда следует необходимость рассматривать каждый размах колебания 


й 
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отдельно и пользоваться двумя различиыми уравнениями (118) я (119). 
Оба эти уравнения соединяли в одно и писали их в форме: 


пинк 201. (120) 


42 
Затем по ходу вывода требовалось найти третью производную в для 


подстановки ее в другое уравнение вопроса (в уравнение живых сил 
главного вала машины © маховиком). Для нахождения этой величины 
днференцировали уравнение (120), причем ошибочно предполагали, что 
производная члена -Е {, как производная постоянной величины, будет равна 
нулю. Этим путем трение совершенно исключалось и не попадало в окон- 
чательное уравнение. 

Олин из важных выводов этой теории состоял в том, что регуляторы, 
в которых действует только постоянное трение, неустойчивы, т. е, 
при изменениях движущей силы получают значительные размахи, посте- 
пенно увеличивающиеся. Между тем, для правильного действия регулятора 
необходимо, чтобы начавшиеся колебания быстро потухали. Теория ука- 
зывала, что такое потухание происходит, если трение пропорционально 
скорости, т. е. имеем характер трения жилкости. Отсюда выводилось 
заключение: для устойчивости регулятора необходим 
катаракт. 

Это заключение вызвало возражения со стороны инженеров практи- 
ков; они указывали на сушествующие примеры регулаторов, которые 
оказывались устойчивыми, хотя не имели катаракта. Некоторые на этом 
основании совсем отрицали правильность указанной теории регуляторов. 

Теперь мы знаем, что эта зеория была вполне верна в своих основа- 
ниях и сохраняет свое значение и в настоящее время. Единственный 
недосмотр ее состоял в исключении члена ==У при диференцировании 
уравнения {120); при этом трение вовзе как бы не существует, и без 
сомнения, регулятор без трения получается неуётойчивым, так как нет 
силы, которая тушит колебания. 

Конечно, такое исключение члена -ЕЁ помощью диференцирования 
математически неправильно; этот член не есть постоянная величина, а 
разрывная функция. При существовании такого трения вопрос не может 
быть разрешен так же, как в случае непрерывных функций; мы уже пока- 
зали, что в случае постоянного трения необходимо рассматривать от- 
дельно каждый размах колебания. 

166. Пятый тип: принужденные (насильственные) колебания. 
Опять будем рассматривать прямолинейное колебательное движение 
материальной точки, но введем еще дальнейшее усложнение. Кроме 


а) силы — Ах, стремящейся всегда вернуть точку т в ее центральное 
положение, и Б) силы трения, пропорциональной скорости, —# Е введем 


еще одну внешнюю силу, идущую, так же как и прочие силы, по 
линии движения массы 7. Пусть эта новая сила булет переменная, гар- 


1 Здесь мы знаком 2 обозначили дополнительные члены, зходящие в тех 
‹лучаях, когда рассматриваются более сложные случаи действия регулятора, чем 
разобранный нами. 
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конического типа, т, е, значение ее определяется тригонометри“ 
ческой формулой 
Всозрё, 


где Е, р — постоянные величины, Такая сила изменяется в пределах = Е, 
и период ее полного колебания определяется периодом косинуса. Называя 
этот период буквою Т‚, получим: 


РТ. =2т, Т, 
Посмотрим, каково булет движение точки #2 под действием такой 
пернолической силы, Сила инерции матернальной точки будет, как прежде, 


т ах 
ав. 


Складывая все силы, в том числе и силу инерции, и приравнивая 
сумму нулю, получим уравнение движения: 


Ех 
тае 


т, 4 
Рх—й и -|- ЕсозрЁ = 


Деля на т и вводя обозначения 


в 
т 
получим уравнение: 


Е Ла ий Е, созрЬ (21) 


Опять имеем линейное диференциальное уравнение второго порядка, 
но теперь это уравнение содержит в правой засти своей вместо нуля 
величину Е, с03 рё. 

Такие уравнения интегрируются при помощи давно известных общих 
приемов, . 

Если мы найдем одно какое-нибудь частное решение х; этого урав- 

‚ нения, т, е. такую функцию времени, которая удовлетворяет уравнению 
(121), то общий интеграл получится, если к х, прибавить выражение 
общего интеграла следующего уравнения: 


Г. 


Ч 


4 
ай = 


(122) 


которое отличаетея от заданного (121} только тем, что в правой части 
его вместо периодической силы стоит нуль. Мы знакомы с этим уравне- 
нием (122); знаем, что оно представляет свободные затухающие колеба- 
ния точки п; выше мы уже получили общий интеграл этого уравнения. 
Теперь для решения нашего нового вопроса нужно прежний общий 
интеграл прибавить к х,- 


2 
& 
Е 
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На этот результат нужно смотреть следующим образом: х, озна- 
чает движение, сообщаемое периодической силой Всозрё, а кроме того, 
к этому движению присоединяются свободные колебания, которые прс- 
исходили бы в случае отсутствия периодической силы; эти последние 
колебания понемногу затухают. 

Так как мы вполне изучили свободные колебания, то остается найти 
функцию, названную нами х,, т. е. частный интеграл, удовлетворяющий 
уравнению (121). Значение х, легко находится; попробуем для этой фун- 
кции тригонометрическую форму: ‹ 


21 —9605 (рЁ— =) 


(а и е— постоянные). Подстановка в {121} дает результат: 


а (п'— р?) с0з (р#— =) — раз (рЁ— в) == Еусоз р (133) 


Но мы можем сделать следующую замену: 


созрё = с0$ (рё— в 2) = 032 03 (рё — ®) — пет (рЁ— =). 


Вставим такое преобразование со$рЁ во вторую часть уравнения (123). 
Тогда все члены его могут быть разделены на две группы; члены пер. 
вой группы имеют общий множитель соз (р — =), а члены второй группы 
имеют общий множитель $ (рЁ — $). Первая группа будет: 


[а ("* — рз) — Е, с0з =] соз (рЁ— =), 
а вторая группа: 
(В, мае — /ра) $1 (рЁ— =). 


Для того чтобы уравнение (123) удовлетворялось при всяком #, первая 
и вторая группы должны, каждая отдельно, обращаться в нуль. Это 
условие влечет за собою следующие два равенства: 


а (#*— р*)— Б, с05е==0, или а (и —р*) == Е, созь, 
ра— Е зшв==0, или ра ==В, зе. 


Из них получаем величины неизвестных @ и в, входящих в выражение х,, 
Для этого делим второе уравнение на первое; получим: 


ведя. 24) 
Затем, найдя &, получаем из второго уравнения: 
Ее, 
==; . (125) 


Следовательно, х, будет равно 


Визе 


2 60$ (рё—е). 
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Это периолическая функция; следовательно, х, представляет колебатель- 
ное периодическое движение, опо называется принужденным, или на- 
сильственным колебаннем, производимым силой Р == Есозрё. 

Перис, принужденного колебания определяется величиною р, сле- 
довательно, он одинаков с периодом силы Р, и врема полного (двой- 
ного) колебания будет равно 


2= 


т, 


р 


Но мы замечаем, что в выражении для х, косинус Серется от угла 
р{— в, между тем как сила Р содержит косинус от рё. Итак, здесь имеем 
разность фаз, измеряемую углом &; колебани‹ х, отстают на Е от 
колебаний силы Р. 

Величина = положительная, если п >> р, т.е. когда время одного коле- 
бания силы Р, равное 


болыше, чем величина 


которая представляет время колебания нашей точки #7, когда она колеб- 
лется свободно, без принуждения. В этом случае колебания х, дейст- 
вительно отстают от колебаний силы Р. 

Если же имеем случай п<р, т.е. Т, < Т, 10 2 отрицательное, т. © 
происходит не запаздывание, а опережение, Колебание х, опережает 
изменения силы Р. 

167. Накопление колебаний (резонанс). Особый, замечательный 
случай получается, когда имеем р==п, т. е, если период силы Р оди- 
ваков с периодом свободных колебаний нашей точки 1. 

Тогда имеем из (124}; 


Е оо, 


х 
т. е. разность фаз 2 равна х. Пр: этом получаем; 


Эт 


а из общей формулы (125) 
Вузе 


г 


находим, что в этом случае амплитуда а получит свою наибольшую 
величину 
Е, 


=. 
РЯ 

Это случай резонанса, когда даже небольшая периодическая сила 
может сообщить колебания со значительной амплитудой. Резонанс полу= 


чается, когда период силы, производящей насильственные колебания, 
ядинзков с периодом свободньх колебаний. 


а 


11 Беседы о мезашике. 
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Следует обратить анимание на то, что при резонансе разность фаз 


между движением точки р и изменением силы Р всегда равна 5, т.е, 
представляет четверть полного (двойного) колебания. 

168, Слузай, вотда дейетвуют несколько пернодических енл, 
Пусть этих сил несколько и все они имеют гармонический характер, 
т. в. переменные их величины изображаются формулами вида: 


Р==Есоз {р — а) 


при различных значениях Е, р, @ для разных сил, Тогда уравнение лви- 
жения массы п; будет отличаться от (121) только тем, что во второй 
части его будет входить не одна сила, а сумма всех сил. Обозничая сум- 


мирование знаком Х, получим: 


2 а. 
Ча + 1х = ХВ, с0$ (рЕ— а), 
где 


Это уравнение интегрируется полобным же образом, как и прежнее (1 `1)- 

169. Нримеры принужденных колебаний. Случаи их довольно 

часты в акустике; сюда относятся колебания подставок и опор музы“ 

кальных инструментов, форте- 

г В пианной деки, резонаторных 

2 ЛММААЛА--7 00000 ^ ящиков ит.д. Под тот же 

. с тип подходят многие из явле- 

ний действия переменных то- 

ков. Возьмем, например, цепь 

Фиг. 208, (фиг, 208), в которую введены 

последовательно значительное 

сопротивление г, прибор с большой самоиндукцией /. и конденсатор 

емкости С. Пусть в части цепи АВ действует переменная электр одви- 

жущая сила, вызывающая между А и В разность потенциалов, которая 
изменяется по закону 


в— Езтрё 


В цепи получится переменный ток, сила которого х определяется сле- 
дующим уравнением; 


А: 
ТЕ -ЕЕР Есозрё 


Оно вполиь согласуется с разобранным в $ 166, и все сделанные там 
выводы применяются и к этому случаю действия переменного тока. 
Резонанс часто встречается во многих явлениях. Когда период на- 
сильственных колебаний или толчков, гообщаемых внешней причиной, 
одинаков с периодом свободных, естественных колебаний тела, то ряд 
очень пебольших толчков может сообщить тёлу заметные и даже значи- 
тельные колебания, «Дыханием Галилей привел в движение тяжелый 
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маятник, тиканием одних часов Эликот пустил в ход другие, причем 
вторые часы были отделены стеною от первых», говорит Тиндаль в: 
своей статье «Дух и наука». Явлением резонанса пользуются дети, 
раскачивая качели, гибкие скамейки ит. п, Так же поступают при рас- 
казивании колоколов. 

Иногда в мостах вследствие резонанса могут получиться такие зна- 
чительные колебания, что они становятся опасными и даже могут по- 
влечь за собою обрушение моста. Такое разрушение не раз случалось 
с цепными мостами старинной конструкции, которые не имели достаточ- 
ной жесткости; для них период свободных колебаний довольно зна- 
чительный, 1—2 секунды, и может совпасть с периодом ритмических толч- 
ков, производимых ногами людей, которые идут по мосту. При прохож- 
дении военного отряда, идущего в ногу, совпадение шагов многих людей. 
может вызвать обрушение моста; поэтому обыкновенно требуют, чтобы 
солдаты не шли в ногу при переходе по цепному мосту. В новых по- 
стройках совершенно отказались от таких недостаточно жестких мостов. 
Современные конструкции висячих мостов имеют гораздо большую 
жесткость, чем старинные цепные мосты, й этим устранена опасность 
сбрушения от накопления колебаний. . 

В машинах при движении их производятся толчки, обыкноренно. 
ритмические, и потому часто получаются явления резонанса, опасные 
колебания, сильные раскачивания частей, если период свободных коле- 
баний этих частей совпадает с периодом насильственных толчков. Таковы: 
толчки, сообщаемые паровыми машинами при попеременном движении 
поршня взад и вперед. Подобным же образом может действовать и пе- 
ременный электрический ток. «Однажды автор наблюдал замечательный 
случай альтернатора, который издавал непрерывный и пронзительный 
воющий звук. Причиной в этом случае было случайное совпадение ме- 
жду числом перемен тока и числом периодов вибрации некоторых мас- 
+ивных железных частей» 1. 

Когда явления резонанса в машинах становятся заметными и делаются 
неудобными и даже опасными для прочности, то их устраняют тез, что 
изменяют период толчков, т. е период насильственных колебаний. Если, 
например, эти толчки происходят от попеременного хода поршня машины, 
то нужно изменить скорость этого хода; этим уничтожается совпадение 
периодов свободных и насильственных колебаний, и резонанс прекра- 
тается. 

_Поразительный случай резонанса представляют кояебания металличе- 
ского корпуса морских судов, вызываемые толчками при ходе паровой 
машины судна. Корпус громадного парохода колеблется, как камертон, 
образуя узлы и пучности; эти колебания иногда лелаются невыносимыми 
для лиц, находящихся на судне. Такой неприятный резонанс устраняют, 
изменяя период толчков, т, е, изменяя число оборотов, делаемых паро- 
вой машиной в минуту. 

Мы видели выше, что при резонансе между толчками силы и коле- 
баниями тела получается разность фаз ровно в четверть периода. Это 
позволяет на опыте определить причину резонанса, если колебания в 


+ С, Томсон, Динамомашины, т. И, стр, 1015, 
а 
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точности отмечаются на особых записывающих приборах и там же от- 
мечаются одновременные положения поршней машин. Этим путем иногда 
удавалось устанвоить, что из числа двух паровых машин, движущих 
‘ароход, одна оказывает преимущественное влияние на вибрацию судна. 
Иногда, в случае уравновешенных машин, таким путем удавалось дока- 
зать, что движения их поршней не могут быть причиною вибраций суд- 
на и что причину нужно искать в других обстоятельствах, например в 
неправильностях гребного винта, лопасти которого иногда отличаются 
одна от другой, и т. п. 1. 

Такую же разность фазциужно иметь в виду при уравн-вешении вра- 
чцающихся частей машин теми приемами, о которых мы говорили в $ 57. 

170, ПГестой тии: колебания маятника ири значительной 
величине ото размахов. Знание законов движения в этом случае 
позволяет применять маятник как точный прибор для 
измерения малых промежутков времени. Такое приме- 
нение сделано в электробаллистическом приборе Навье, 
служащем для измерения скорости, которую имеет 
артиллерийский снаряд по вылете его из орудия, Пе- 
ред орудием. ставятся два щита из проволок на неко“ 
тором расстоянии один от другого; летящий снаряд 
разрывает эти щиты один после другого, и если 

Фиг, 204. будет найдено время, проходящее между этими двумя 
разрывами, то скорость снаряда определится, так как 
расстояние между щитами известно, Для измерения этого времени и 
служит электробаллистический маятник. Первоначальное положение его 
ОА (фиг. 209) горизонтальное, и он удерживается в этом положении 
электромагнитом; при разрыве первого щита размыкается ток этого элек- 
тромагнита, и маятник начинает двигаться. При 
разрыве второго щита происходит замыкание 
тока, и маятник останавливается в каком-ни- 
будь положении В. Зная законы движения маят- 
ника, можем определить время движения из А 
в В, т.е. время между моментами разрыва двух 
щитов. 

Мы уже знаем ($ 40), что всегда можно 
найти такой простой маятник, который будет 
качаться вполне согласно с движением сложного 
маятника. Поэтому можем ограничиться ‘изуче, 

фиг. 210. ннем движения простого маятника. Пусть длина 

его {; качаясь, он отклоняется вправо и влево 

от вертикали ОЛ (фиг. 210) на угол @. Точка 2 представляет любое 
положение маятника; соответствующий ему переменный угол отклонения 
маятника от вертикали обозначим 8. В этом положении проекция ускоре- 
ния тяжести & на касательную будет равна — & %тй. Но та же проек- 
ция ускорения может быть выражена иначе, если воспользоваться общими 
законами криволинейного движения точки. Ускорение выразим в функции 


------- 


р 


1 См. статью Шлика, УИгаНопзегвспейитиет ег Оатриаг в «Дейзенг. 9. 
Увет:з Чешёснег (прещеше», 1905 г. Вапа 49, 5, 1501. 
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дуги Ат; считаемой от точки А в сторону увеличениг угла 6; длина 
этой дуги равна №; ускорением будет втораз производная этой дуги 
по времени. Приравнивая между собою эти два выражения для ускорениз 
по касательной, получим уравнение движени г; 


= — изв. 
Отсюда, принимая обозначение 
= ий, 
получаем: 
420 й 
ав +" тв ==0. (126) 


Будем интегрировать это уравнение; для этого умножим оба члена его на 
Ей 
-адр тогда интегралы‘ обоих членов легко находятся, и получим: 


(0 == 19 с030-|- С. (197) 


Чтобы найти произвольную постоянную С, обратимся к крайней 
точке В; для нее имеем: . 


90 
а скорость, т.е. р, в ЭТОЙ точке равна нулю. Делая подстановку 


в (127), найдем: 
0— 1205 %-|- С, 


а вычитая это из (127), находим: 
оз . 
(= ий (050 — сова). (128) 


Это первый интеграл нашего диференциального уравнения движения 
(126). Нетрудво видеть, что это интеграл живых сил для даижения 
из Ввт, 


Для дальнейщего интегрирования произведем с уравнением (125} сле- 
дующие выкладки; сначала извлечем квадратный корень; 


Е = 2 (с050 — соза); 


потом разделим в уравнении переменные @и # 


Е 
И? (6088 — 03а) 


=па& {129 
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нем своем положении А; тогда угол @ 
ровании (129) между пределами 0 и # найдем: 


Время { будем считать от момента, когда маятник находится в сред- 
0. Следовательно, по интегри- 


(130) 


Заменим косинусы углов посредством синусов половинных углов, т. е. 


те 0 


сб? 


1—1 


2 


сова = 


Гогла интеграл (131)} приведется к форме: 
1 


Т перь введем нсвую переменную ш, связанную с $ условием: 


п’ ии ® 
Эт 5 = из 5, 


а 
и для краткости назовем &т 5 одной буквой А. Имеем: 


‚9 
эт = ий, 


Для части го значения )==0 получаем: 


и=0, 


{131 


а для (==0 величина и обращается в единицу. Вводя новую перемен“ 


ную ив (132), пол чим: 


132) 


Полученный интеграл содержит в себе радикал из функции четвертой 
степени от 4; следовательно, он относится к разряду эллиптических 


интегралов. 


Не касаясь Чисто математической стороны вопроса, заметим золько, 
что можно найти с известным приближением численные значения этого 
интеграла для выбранной величины &; такие вычисления сделаны, и 
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мы Имеем таблицы численных значений этого эллиптического интеграла 
для различных значений и и при различных величинах модуля #, Этими 
таблицами и пользуются, когда нужно иметь величины эллиптических 
интегралов, подобно тому как мы пользуемся таблицами логарифмов 
или таблицами тригонометрических величин. 

С помощью таблиц эллиптических интегралов мы решаем все во- 
просы о движении маятника. Например, если нам дан угол отклоне- 
ния 8, то мы можем определить соответствующее ему время #, Для этого, 
конечно, должен быть задан наибольший угол отклонения маятвика, 
а 
2 
таблицы для этого модуля, получаем для каждого выбранного нами 
угла №, или, что все равно, для каждого значения величины и, кото- 
рая равна; 


т. е. а. Сначала вычисляем модуль #, равный т ‚а затем уже, взяв 


То. 
виз, 


величину интеграла, т. е, величину мб разделяя ее на м, получаем 
время #, 

Если желаем найти время полного размаха, то находим из таблиц 
величину интеграла, отвечающую значению @, т. е. когда и==й, 
Эта величина интеграла даст нам значение иЁ для части размаха от 
средней точки А до крайней В}; деля эту величину на п и умножая 
на 4, получим время полного (двойного) колебания маятника, 

К тому же типу мы приходим и 
при разборе других вопросов дина- 
мики, Например при рассмотрении 
движения гироскопа. 

171, Прижер из теории упру- 
гоети. Уравнения того же типа, как 
только что выведенные, встречаются 
при рассмотрении одного вопроса из 
теории упругости, а именно, при 
рассмотрении формы, которую при- 
мет упругая проволока при действии 
на нее двух сил Р, Р’, приложенных 
к концам проволоки (фиг. 211), Кри- 
вая изгиба будет состоять из двух 
симметричных половин АВ и АВ’ Фиг. 21. 
среднюю ‘зочку ее А примем за 
начало, ‘от которого будем отсчитывать длину $ дуги этой кривой. 
Длина дуги $ принимается за независимую переменную, и форма кривой 
определяется путем вывода зависимости $ от того угла 8, который обра- 
зует касательная в любой точке т нашей кривой с линией сил Р. 
Частное значение угла $, получающееся для конца проволоки, назовем а. 

Для определения ‘изгиба нужно иметь меру гибкости проволоки; та- 
кой мерой служит произведение коэфициента упругости материала, из 
5 торого сделана проволока (Е), на момент инерцин поперечного. сече« 
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р 
ния проволоки (7). Частное = обозначим озной буквой м“. Уравне- 


ние упругого равновесия межау внешней силой Р и внутренними упру- 
гими силами, которые развиваются при изгибе, получается следующее * 


498 а. 
да +" Ш 0 =0. 


Сравнивая его с уравнением (126) качаний маятника, видим замеча- 
тельное сходство между ними. 

Для лучшего выяснения этого сходства на фиг. 211 нарисованы рядом 
маятник и изогнутая пружина; соответствующие в этих двух вопросах 
точки и величины обозначены одинаковыми буквами; А означает сред- 
нюю точку, В и В'-— крайние точки. Для маятника @ есть угол откло- 
нения его нити от вертикали, а для проволоки ® означает угол откло- 
нения касательной от линии сил Р,Р’. В вопрос о маятнике входит 
время #, считаемое от момента перехода через среднюю точку А, Для 
проволоки вместо того имеем длину ее 5, считаемую от средней точки А. 

Итак, имеется полное соответсгвие этих двух явлений; одно мо- 
жет быть принято за модель, за образец для другого. Полученный нами 
для маятника интеграл (132) непосредственно применлется к проволоке, 
и мы получаем: 


Чи 


из 


— 


„У! ут ва 
з 

са 
где попрежнему модуль & означает величину 91 х 
связана с углом @ зависимостью: 


‚ а переменная а 


ыы 


=. 


Такая аналогия между двумя явлениями разного рода очень поучи- 
тельна я полезна для выяснения их. Мы можем воспользоваться прово- 
локой и помощью ее представить 
картину качаний маятника; для 
этого нужно предварительно раз- 

у ь делить проволоку по ее длине. на 
8 равные части и затем согнуть так, 
чтобы получить крайний угол @. 
равный наибольшему углу откло- 
нени» маятника (фиг. 212). На- 
правления касательных в точках 
Фиг 212. деления А; а, Боде д в, В 

будут показывать направления 
нити маятника, получающиеся по проществии равных промежутков времени. 

При различных амплитудах а получаются разные законы колеба- 
ний маятника, соответственно этому изменяются и формы изогнутой пру- 


8 


+ Мы его приводим без доказательства; вывод желающие найдут в большин“ 
стве сочинениЕ по теории упругости и сопротивлению материалов, 
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жины, Несколько частных случаев изображены на фиг, 213—217, На 
каждой из фигур нарисованы рядом колеблющийся маятник в изогнутая 
пружина, с обозначением соответственных точек одинаковыми буквами; 
при этом легко сопоставлять эти ` 
лва явления, Фиг. 213 относится 
к случаю, когда маятник колеблется, 
отклоняясь от вертикали на 90° в 


каждую сторону, На слёдующих за- 8 1 в 
тем фигурах угол отклонения боль- я 

ше 905; а на последней фиг. 217 и 

представлен случай, когда угол от- 74 
клонения почти 180°, т. е. маятник 3. 7 


описывает почти полный круг. 

Аналогия Кирхгофа. Изло- Фиг. 213. 
женная аналогия между явлениями 
качания маятника и одним из случаев изгиба проволоки представляет” 
частный случай более широкой аналогии Кирхгофй, он показал, что для 


8 в 
4 8 
г 
м 8 
Е ы 
А А 


-=7 
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--; 


Фиг. 214, Фиг. 215. 
8 в в ВВ 
8) 9 
т 
м и | 
8 
® 
Г 8 и т 
Фиг, 216. Фиг. 217. 


каждого случая движения твердого тела, подпертого в одной точке, 
имеется аналогия в явлениях деформации проволоки, на которую дей- 
ствуют изгибающие и крутящие силы и пары, 

172. Динамические аналогии п физичеекие гипотезы. При рас’. 
смотрении различных физических вопросов, относящихся к явлениям света, 
теплоты, электричества, магнетизма, часто получаем уравнения, по форме 
сходные с уравнениями динамики, т. е. с уравнениями, изображающими 
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движение какого-нибудь тела или системы тел. При этом, естественно, 
является мысль, что такая аналогия не случайна и что эта динамиче- 
ская модель представляет сущность механизма физического явления. 
Таков источник физических гипотез, объясняющих явления света, тепло- 
ты, электричества и т. д, невидимыми движениями частиц самого тела 
или частиц гипотетических жидкостей, например светового эфира. 

Подобная динамическая аналогия может оказаться очень плодотвор- 
ной для физики. Избрав динамическую модель, мы изучаем ее движе- 
ние и полученными результатами пользуемся для предсказания соот- 
ветствующих физических явлений. Затем нужно искать,  подтвер- 
дится ли такое предсказание опытом. Таким образом динамическая модель 
служит указателем, руководит работами, направляет опыты; это очень 
ценно, и потому динамические гипотезы очень важны для науки, 
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Для аспирантуры и физико-математических факультетов 


Перевод с итальянского 


А. ФЕППЛЬ и Л. ФЕППЛЬ 
СИЛА И ДЕФОРМАЦИЯ 
(ОВАМА ИМО РАМА) 

Т.1 


Перевод с немецкого 


Н. И. МЕРЦАЛОВ 


ЗАДАЧНИК ПО КИНЕМАТИКЕ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ 


